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ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
 

При постанов�е расширенной задачи динамичес�их измерений не-
известными считаются �а� измеряемый си
нал, та� и параметры ли-
нейной нестационарной измерительной системы заданной стру�туры. 
Это по существу означает объединение собственно задачи измерения и 
задачи параметричес�ой идентифи�ации измерительной системы. 

Аппро�симация в расширенной задаче измеряемо
о си
нала и не-
известных параметров измерительной системы мно
очленами позво-
ляет заменить задачу с неизвестными фун�циями задачей с неизвест-
ными постоянными величинами. Существование различных методов 
сведения последней задачи � решению не�оторых э�вивалентных си-
стем линейных ал
ебраичес�их уравнений (СЛАУ) обеспечивает реали-
зацию физичес�и одно�анально
о принципа инвариантности. 

Суть у�азанно
о принципа инвариантности за�лючается в том, что 
использование толь�о по�азаний нестационарной измерительной си-
стемы и заданной математичес�ой модели этой системы позволяет нахо-
дить независимо все неизвестные постоянные величины (�оэффициенты 
аппро�симации), а, следовательно, все неизвестные фун�ции – измеря-
емый си
нал и переменные во времени параметры измерительной си-
стемы. 

В данной работе подробно изла
ается содержание физичес�и одно-
�анально
о принципа инвариантности применительно � линейным не-
стационарным измерительным системам заданной стру�туры, причем 
рассматриваются �а� измерительные системы с сосредоточенными па-
раметрами, та� и измерительные системы с распределенными парамет-
рами. 

Отдельно рассматривается одно�анальный принцип инвариантно-
сти применительно � линейным нестационарным измерительным си-
стемам с сосредоточенными параметрами, имеющими произвольную 
(неизвестную) стру�туру. 

Та� �а� одно�анальный принцип инвариантности реализуется при 
решении обратной задачи, �а�овой о�азывается расширенная задача 
измерения, то рассматриваются вопросы повышения устойчивости 
�он�ретных ал
оритмов инвариантности. 

Завершается изложение рассмотрением применения одно�аналь-
но
о принципа инвариантности в статистичес�ой динами�е измери-
тельных систем. 

Приведены результаты �омпьютерно
о моделирования процесса 
восстановления измеряемых си
налов с использованием одно�аналь-
но
о принципа инвариантности. В рам�ах выбранных �освенных и 
прямых �ритериев оцен�и точности восстановления измеряемых си
-
налов результаты моделирования подтверждают справедливость основ-
но
о теоретичес�о
о вывода: применение одно�анально
о принципа ин-
вариантности позволяет получать информацию об измеряемых си
на-
лах, свободную от параметричес�их ис�ажений. У�азанный фа�т 
имеет очень важное значение, та� �а� ис�лючение влияния параметри-
чес�их эффе�тов существенно повышает точность динамичес�их изме-
рений.  
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Параметричес�ие явления в области измерений мо
ут наблю-
даться �а� в подсистемах получения первичной измерительной ин-
формации – в, та� называемых, измерительных преобразователях 
(ИП) первичной измерительной информации («датчи�ах»), та� и в 
подсистемах преобразования измерительной информации – в тех-
ничес�их средствах фун�ционально
о преобразования измери-
тельной информации (усилители, бло�и запаздывания, �орре�ти-
рующие звенья, инте
рирующие и дифференцирующие цепи, авто-
�омпенсаторы и т. д.). 

Основная направленность данной работы – это область измере-
ния неэле�тричес�их величин, 
де, �а� известно, параметричес�ие 

эффе�ты проявляются весьма сильно, причем в подсистемах полу-
чения первичной измерительной информации у�азанные эффе�ты 
несоизмеримо существеннее, чем в подсистемах преобразования 
измерительной информации. В связи с этим, ниже приводятся при-
меры математичес�их моделей лишь типовых подсистем получе-
ния первичной измерительной информации в области измерения 
неэле�тричес�их величин. 

1.1. ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÑÎÑÐÅÄÎÒÎ×ÅÍÍÛÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ 

Кру
 приводимых ниже моделей о
раничивается областью из-
мерения с�орости, температуры и давления пото�ов жид�остей и 

азов. В у�азанных моделях используются обозначения, принятые 
в соответствующих областях измерения. 

Èçìåðèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàòåëè (ÈÏ) ñêîðîñòè ïîòîêà 

Существует мно
о типов ИП с�орости пото�а, причем осно-
ванных на совершенно различных физичес�их принципах дей-
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Ка� отмечалось ранее, параметричес�ие эффе�ты мо
ут появ-
ляться �а� в подсистемах получения первичной измерительной ин-

формации, та� и в подсистемах преобразования измерительной ин-
формации. Поэтому, анализируя в дальнейшем ту или иную �он-

�ретную математичес�ую модель, мы будем 
оворить просто об 
измерительной системе (ИС), не �он�ретизируя, о �а�их именно 

подсистемах идет речь. Это естественно, ибо одна и та же матема-
тичес�ая модель может описывать динамичес�ие свойства �а� пер-

вых из у�азанных подсистем, та� и вторых. 
Независимо от �он�ретной стру�туры модели и соответствую-

ще
о источни�а параметричес�их явлений во всех случаях возни-
�ает один и тот же, 
лавный, вопрос. А именно, �а�им образом в 

данной ситуации восстанавливать измеряемую физичес�ую вели-
чину X(t) по имеющимся по�азаниям Y(t) измерительной си-

стемы и заданной математичес�ой модели ИС. 
Традиционный и наиболее простой путь решения у�азанной 

проблемы за�лючается в том, что, вместо переменно
о во времени 
параметра, условно обозначим е
о а(t), берут не�оторую постоян-
ную величину а. Величина а о�азывается, та�им образом, оценоч-

ной. Ино
да ее вычисляют на основе известных за�ономерностей, 
если та�овые существуют, хара�теризующих зависимость это
о 
параметра от дру
их известных физичес�их и техноло
ичес�их па-
раметров. Пример анализа возможностей та�ой оцен�и в �он�рет-
ной области измерения будет приведен ниже, 
де будет видно, что 
у�азанные возможности весьма о
раничены. Поэтому чаще все
о 
постоянную величину а определяют э�спериментально на специ-
альных установ�ах и стендах, служащих для динамичес�ой иден-
тифи�ации измерительных систем. На у�азанных установ�ах и 
стендах все
да пытаются создать та�ие условия идентифи�ации, 
при �оторых исследуемые ИС можно было бы считать стационар-
ными системами, т. е. условия, позволяющие считать определяе-

мый параметр приблизительно постоянным в процессе идентифи-
�ации. 

Одна�о, независимо от то
о, �а� оценен постоянный параметр 
а – теоретичес�и или э�спериментально, – возни�ает и остается от-
�рытым принципиальный вопрос: в �а�ой степени результаты вос-
становления измеряемо
о си
нала X(t), основывающиеся на исполь-
зовании выходно
о си
нала Y(t) и модели ИС, содержащей постоян-
ный параметр а, будут аде�ватны объе�тивным результатам 
восстановления измеряемо
о си
нала X(t), �оторые должны были 
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бы основываться на использовании выходно
о си
нала Y(t) и модели 
ИС, содержащей в действительности переменный параметр а(t). 

Второй путь решения у�азанной проблемы восстановления из-
меряемо
о си
нала при использовании нестационарных ИС, начало 
�оторому положила работа А. Н. Гордова [4], состоит в следую-
щем. Решается соответствующее уравнение, описывающее дина-
мичес�ие свойства нестационарных ИС, что позволяет установить 
фун�циональную связь между по�азаниями Y(t) измерительной си-
стемы и измеряемым си
налом X(t), �оторая �а� решение соответ-
ствующе
о уравнения содержит переменный параметр а(t). Затем, 

задаваясь различными предпола
аемыми фун�циональными ви-
дами параметра а(t), для �аждо
о из них оценивают по имеющемуся 
решению от�лонение по�азаний Y(t) ИС от измеряемо
о си
нала 
X(t). Исходя из у�азанных теоретичес�их оцено� величин от�лоне-
ний межу Y(t) и X(t), судят в дальнейшем о возможных по
решно-
стях измерения в реальном процессе измерения.  

Та�им образом, на изложенном пути восстановления измеря-
емо
о си
нала X(t) для нестационарных ИС, та� же �а� в предыду-
щем случае стационарных ИС, одним из важных этапов является 
этап использования решений прямых задач. Поэтому после появ-
ления у�азанной работы А. Н. Гордова различными авторами 
было опубли�овано нес�оль�о десят�ов работ, единственной целью 

�оторых было получение по возможности более точных решений 
прямых задач для нестационарных ИС. В работе [1] приведен �рат-
�ий обзор методов решения у�азанных задач и осуществлен де-
тальный анализ рассматриваемо
о, второ
о, пути решения про-
блемы восстановления измеряемо
о си
нала X(t) для нестационар-
ных ИС. Этот путь является в настоящее время основным и 
продолжает развиваться. 

Обратимся, одна�о, � вопросу об аде�ватности восстанавлива-
емо
о на этом пути измеряемо
о си
нала истинному измеряемому 
си
налу. Очевидно, что теперь можно дать более содержательный 
ответ на основной вопрос, чем в предыдущем случае. Но та�ой от-
вет требует задания большей исходной информации, а именно, 
знания видов предпола
аемых за�онов изменения переменно
о па-
раметра а(t), значений постоянных величин, входящих в у�азан-
ные за�оны. Та�им образом, чтобы дать объе�тивную оцен�у 
второму пути решения основной проблемы восстановления из-
меряемо
о си
нала для нестационарных ИС, необходимо выяс-
нить, во-первых, нас�оль�о реально получение упомянутой допол-
нительной исходной информации о переменных параметрах ИС, а 
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ния температур пото�ов мы можем судить лишь в той степени, в �а-
�ой можем судить о хара�тере изменения во времени с�орости по-
то�а – дру
ой основной физичес�ой хара�теристи�и пото�а. 

Одна�о, та� �а� в области измерения с�оростей пото�ов пер-
вичные измерительные преобразователи та�же подвержены дей-
ствию параметричес�их эффе�тов, дру
их по природе происхожде-
ния и, возможно, более сложных, то наша попыт�а решить про-
блему параметричес�их эффе�тов в одной области измерения 
свелась лишь � тому, что у�азанная проблема о�азалась перенесен-
ной в дру
ую область измерения. 

Та�им образом, хотя второй путь восстановления измеряемо
о 
си
нала X(t) по по�азаниям Y(t) нестационарных ИС является бо-
лее содержательным, чем первый, он не дает возможности довести 
эту содержательность до получения �он�ретных фун�циональных 
соотношений, �оторые позволили бы объе�тивно учесть влияние 
параметричес�их эффе�тов и тем самым реализовать возможность 
повышения точности измерения. Тем не менее, второй путь восста-
новления измеряемо
о си
нала X(t), базирующийся на решении 
прямой задачи с переменными во времени параметрами, имеет са-
мостоятельное и важное значение, та� �а� именно анализ решения 
прямой задачи позволяет устанавливать и изучать весьма сложные 
за�ономерности, �оторые сопровождают реальные процессы изме-
рения, а именно, за�ономерности появления параметричес�их эф-
фе�тов в поведении нестационарных измерительных систем. 

1.4. ÏÐÎßÂËÅÍÈÅ È ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ Ó×ÅÒ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ 
ÝÔÔÅÊÒÎÂ 

Рассмотрим примеры реализации второ
о пути восстановления 
измеряемо
о си
нала X(t) по по�азаниям Y(t) нестационарной ИС, 
основанно
о на решении уравнения с переменными во времени па-
раметрами, описывающе
о динамичес�ие свойства исследуемой 
ИС. Фун�циональная связь между измеряемым си
налом X(t) и 
по�азаниями Y(t) ИС, �оторая устанавливается в результате реше-
ния у�азанно
о уравнения, позволит �он�ретизировать содержа-
ние проблемати�и параметричес�их явлений в поведении нестаци-
онарных ИС. 

Èçìåðèòåëüíàÿ ñèñòåìà ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè 

Пусть рассматривается измерительная система, описываемая 
моделью (II) при п = 1, т. е. взаимосвязь между входным X(t) и 
выходным Y(t) си
налами определяется уравнением 
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Ã Ë À Â À  2 

ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ Â ÄÈÍÀÌÈÊÅ  
ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 
 
 

В данной 
лаве рассматриваются постанов�а задачи динамиче-
с�их измерений и содержание физичес�и одно�анально
о прин-
ципа инвариантности, реализация �оторо
о позволяет ис�лючать 
влияние параметричес�их эффе�тов в динами�е измерений. 

2.1. Î ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÅ ÇÀÄÀ×È ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ 

Продолжим анализ возможностей восстановления измеряе-
мо
о си
нала X(t) при использовании нестационарных ИС, нача-
тый в п. 1.3. Ка� следует из анализа, проведенно
о в п. 1.3, специ-
фи�а процессов измерения неэле�тричес�их величин за�лючается 
в том, что значения величин параметров ИС зависят от условий, в 
�оторых будет осуществляться измерение, причем важнейшие из 
этих условий определяются не толь�о свойствами самой ИС, но ча-
сто и свойствами объе�та, хара�теристи�а �оторо
о подлежит из-
мерению. Заметим, что предварительные оцен�и влияния подоб-
ных условий на свойства ИС и точность измерения не имеют суще-
ственной ценности, ибо важны оцен�и у�азанно
о влияния именно 
в процессе фа�тичес�о
о измерения. Поэтому описанный в п. 1.3 об-
щепринятый способ восстановления измеряемо
о си
нала X(t) по 
по�азаниям Y(t) нестационарных ИС и оцен�а предпола
аемой по-

решности с помощью решения прямой задачи нельзя считать удо-
влетворительным: сама оцен�а предпола
аемой по
решности осно-
вывается на использовании предположений о неизвестных усло-
виях измерения, в том числе о свойствах объе�та исследования. 

Обратимся � существующей формулиров�е задачи динамичес-
�их измерений для линейных ИС с сосредоточенными параметрами. 

Пусть дано 
АX(t) = Y(t), 


де X(t) – си
нал, подлежащий измерению; Y(t) – по�азания ИС; А – ли-
нейный оператор, полностью описывающий динамичес�ие свойства ИС. 

Задача динамичес�их измерений в общем виде формулируется 
следующим образом: по известным по�азаниям ИС Y(t) и задан-
ному оператору А определить измеряемый си
нал X(t). 
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Очевидно, задача измерения по своей сути является обратной 
задачей, поэтому в последние десятилетия задача динамичес�их 
измерений все чаще решается именно �а� обратная задача. Полу-
ченные в этом направлении результаты относятся, �а� правило, � 
линейным стационарным ИС и связаны с построением ре
уляризо-
ванных решений обратных измерительных задач, �оторые, вообще 

оворя, относятся � �лассу та� называемых не�орре�тно постав-
ленных задач. Что �асается нестационарных ИС, то проблемы, свя-
занные с параметричес�ими явлениями, в полной мере возни�ают 
и при решении обратных задач. 

Ита�, в соответствии с приведенной формулиров�ой задачи ди-
намичес�их измерений предпола
ается, что оператор А задан, т. е. 
известны �а� стру�тура это
о оператора, та� и числовые значения 
величин параметров, входящих в у�азанный оператор. Дру
ими 
словами, приведенная формулиров�а предпола
ает, что до исполь-
зования ИС в фа�тичес�ом процессе измерения для данной ИС уже 
решена задача идентифи�ации. Именно этот фа�т и позволяет ста-
вить задачу определения измеряемо
о си
нала X(t) в соответствии 
с приведенным выше операторным уравнением. 

Но, в связи с отмеченной в начале это
о пара
рафа специфи�ой 
задач измерения неэле�тричес�их величин, при у�азанных поста-
нов�е и решении задачи измерения даже для линейных стационар-
ных ИС остается от�рытым важный вопрос: в �а�ой степени значе-
ния постоянных параметров стационарных ИС, определенные в 
процессе идентифи�ации до процесса измерения, будут соответ-
ствовать истинным значениям этих параметров в фа�тичес�ом про-
цессе измерения. Не имея ответа на у�азанный вопрос, невозможно 
судить о том, нас�оль�о восстановленный измеряемый си
нал будет 
аде�ватен истинному измеряемому си
налу. Ситуация существенно 
усу
убляется при попыт�е охватить приведенной выше формули-
ров�ой задачи динамичес�их измерений более общий �ласс ИС, а 
именно, линейные нестационарные ИС, �оторые и являются основ-
ным предметом исследования в данной работе. 

Из все
о изложенно
о с неизбежностью выте�ает очевидный 
вывод: результаты восстановления измеряемо
о си
нала X(t) дол-
жны быть независимыми от �он�ретных значений параметров или 
фун�ций, хара�теризующих динамичес�ие свойства измеритель-
ной системы. Дру
ими словами, способ (ал
оритм) восстановления 
измеряемо
о си
нала X(t) должен быть инвариантным � значениям 
у�азанных параметров или фун�ций. Если стру�тура модели не-
стационарной ИС известна, то требуется, очевидно, инвариант-
ность � �он�ретным значениям величин неизвестных переменных 
во времени параметров, входящих в стру�туру модели ИС. Если 
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стру�тура модели нестационарной ИС не известна, то, пола
ая вы-
полненным у�азанное выше условие линейности ИС, можно счи-
тать, что основной хара�теристи�ой ИС является, например, ее им-
пульсная переходная фун�ция. Следовательно, в этом случае 
можно аппро�симировать неизвестную импульсную переходную 
фун�цию не�оторой известной фун�цией, содержащей линейно 
входящие в нее неизвестные параметры, поэтому требование инва-
риантности � импульсной переходной фун�ции будет означать ин-
вариантность � �он�ретным значениям величин у�азанных неиз-
вестных параметров. 

Ита�, имея в виду толь�о линейные ИС, и в общем случае, т. е. 
в случае неизвестности стру�туры ИС, требование инвариантности 
можно интерпретировать �а� инвариантность способа (ал
оритма) 
восстановления измеряемо
о си
нала X(t) � �он�ретным значе-
ниям величин неизвестных параметров, хара�теризующих дина-
мичес�ие свойства ИС.  

Заметим, что задача поис�а способа (ал
оритма) восстановле-
ния измеряемо
о си
нала, результаты реализации �оторо
о не за-
висели бы от �он�ретных значений величин неизвестных парамет-
ров, хара�теризующих динамичес�ие свойства используемых из-
мерительных приборов, дале�о не нова. Более то
о, в 
измерительной техни�е мно
ие десятилетия успешно э�сплуатиру-
ются измерительные системы, в стру�туре �оторых реализованы 
у�азанные способы, например, в области измерения у
ла поворота 
и у
ловой с�орости объе�тов, на �оторых установлены измеритель-
ные приборы, в области измерения ус�орения движущихся в про-
странстве объе�тов и т. д. Одними из успешных и распространен-
ных о�азались способы, �оторые можно назвать инструментально-
ал
оритмичес�ими. Суть этих способов за�лючается в том, что для 
измерения не�оторой физичес�ой величины – си
нала X(t) одновре-
менно используются нес�оль�о измерительных преобразователей 
первичной измерительной информации («датчи�ов»), а восстанов-
ление ис�омо
о си
нала осуществляется на основе использования 
специально
о ал
оритма, содержаще
о в своей стру�туре �а� по�а-
зания Yi(t) используемых измерительных преобразователей, та� и 
не�оторые операции над этими по�азаниями. 

Возни�ает естественный вопрос: нас�оль�о у�азанный ин-
струментально-ал
оритмичес�ий способ восстановления измеря-
емо
о си
нала является универсальным, может ли этот способ ис-
пользоваться, например, при измерении физичес�их хара�тери-
сти� пото�ов жид�остей и 
азов при столь сложных условиях, 
�оторые сопровождают процесс измерения в этих объе�тах иссле-
дования. 
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мер, область измерения физичес�их хара�теристи� пото�ов жид-
�остей и 
азов, в �оторых условия измерений настоль�о сложны и 
специфичны, что использование, с целью ис�лючения влияния па-
раметричес�их эффе�тов, инструментально – ал
оритмичес�их 
способов восстановления измеряемо
о си
нала не представляется 
возможным. Все изложенное побуждает � поис�у чисто ал
оритми-
чес�их способов восстановления измеряемых си
налов, причем та-
�их, �оторые позволили бы ис�лючать влияние параметричес�их 
эффе�тов на точность динамичес�их измерений. При этом чисто 
ал
оритмичес�ий способ восстановления измеряемо
о си
нала 
означает, что этот способ основан на использовании не�оторых спе-
циальных ал
оритмов, содержащих по�азания Y(t) толь�о данной 
измерительной системы и математичес�ие операции над этими по-
�азаниями, но не предусматривает ни инструментально
о вмеша-
тельства в данную ИС, ни использования �а�их-либо дру
их допол-
нительных измерительных преобразователей первичной измери-
тельной информации. 

Имея в виду у�азанную ранее интерпретацию понятия инвари-
антности, положим, что динамичес�ие свойства ИС определяются 
системой неизвестных параметров {ai(t)}, i = 0, 1, …, (n – 1), причем 
все эти параметры, а та�же подлежащий измерению неизвестный 
си
нал X(t) являются независимыми �омпонентами не�оторой 
единой системы неизвестных величин – одно
о неизвестно
о ве�-
тора, а задача измерения за�лючается в одновременном и незави-
симом определении по по�азаниям данной ИС Y(t) �аждой из �ом-
понент неизвестно
о ве�тора. Слова «одновременное и независимое 
определение» в данном случае означает, что все у�азанные неизвест-
ные определяются �а� независимые решения не�оторой системы 
уравнений, содержащей в своей стру�туре по�азания данной ИС 
Y(t), а та�же математичес�ие операции над этими по�азаниями. 

Вопросы построения у�азанных систем будут подробно обсуж-
даться в дальнейшем, здесь же лишь предположим возможность 
построения не�оторой системы линейных ал
ебраичес�их уравне-
ний (СЛАУ), решениями �оторой являются либо исходные неиз-
вестные �омпоненты X(t), {ai(t)}, i = 0, 1, …, (n – 1), либо не�оторые 
обобщенные (промежуточные) �омпоненты, представляющие собой 
известные преобразования исходных неизвестных �омпонент. Из-
ложенную постанов�у задачи динамичес�их измерений можно 
считать расширенной задачей измерения. Допустим, что расши-
ренная задача измерения разрешима, и обратим внимание на вы-
те�ающие из это
о фа�та следствия. 



35 

 

Та� �а� исходные неизвестные �омпоненты (или промежуточ-
ные �омпоненты) являются решениями не�оторой СЛАУ, то зна-
чения величины �аждой из найденных исходных �омпонент о�а-
зываются инвариантными � �он�ретным значениям величин всех 
остальных �омпонент, а, следовательно, значения величины вос-
становленно
о си
нала X(t) о�азываются инвариантными � �он-
�ретным значениям величин всех параметров {ai(t)}, i = 0, 
1, …, (n – 1) измерительной системы. 

Далее, если расширенная задача измерения решена, т. е. 
наряду с измеряемым си
налом X(t) найдены та�же все неизвест-
ные параметры {ai(t)}, i = 0, 1, …, (n – 1), то тем самым решена и 
задача параметричес�ой идентифи�ации для линейных нестаци-
онарных ИС, причем результаты решения задачи идентифи�а-
ции, во-первых, о�азываются инвариантными � �он�ретным зна-
чениям величины входно
о си
нала – измеряемо
о си
нала X(t), а 
во-вторых, что ис�лючительно важно, результаты решения задачи 
идентифи�ации относятся � фа�тичес�и имевшим место условиям 
измерения. 

Та�им образом, поис� чисто ал
оритмичес�их способов восста-
новления измеряемо
о си
нала X(t), позволяющих ис�лючать вли-
яние параметричес�их эффе�тов на точность измерения, привел � 
необходимости постанов�и задачи динамичес�их измерений �а� 
расширенной задачи динамичес�их измерений. Решение расши-
ренной задачи измерения, в свою очередь, означает, по существу, 
реализацию физичес�и одно�анально
о принципа инвариантности 
в динами�е измерений. 

Теперь, о
раничиваясь толь�о рам�ами задач, затра
иваемых 
в данной работе, и, прежде все
о, задачи ис�лючения влияния па-
раметричес�их эффе�тов, постанов�у задачи динамичес�их изме-
рений можно сформулировать следующим образом: по по�азаниям 
Y(t) линейной измерительной системы определить измеряемый 
си
нал X(t) в соответствии с ал
оритмом, инвариантным � хара�-
теристи�ам динамичес�их свойств данной ИС. 

Обратим внимание на то, что в приведенной формулиров�е не 
требуется задания оператора, хара�теризующе
о динамичес�ие 
свойства ИС, но у�азывается на линейность ИС. Это означает, что 
в частном случае, �о
да задана стру�тура оператора, хара�теризу-
юще
о динамичес�ие свойства ИС, и не известны толь�о пара-
метры ИС, входящие в эту стру�туру, ал
оритм восстановления 
си
нала X(t) должен быть инвариантным � значениям величин па-
раметров ИС. 
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Ã Ë À Â À  3 

ÌÎÄÅËÜÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÎÄÍÎÊÀÍÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÈÍ-
ÖÈÏÀ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÈ 
 
 

После изложения содержания физичес�и одно�анально�о 
принципа инвариантности в динами�е нестационарных измери-
тельных систем возни�ает естественный вопрос о возможной про-
вер�е �а� реализуемости у�азанно�о принципа, та� и выводов, �а-
сающихся теории динамичес�их измерений и являющихся след-
ствием применения это�о принципа. 

Та� �а� постанов�а �а�о�о-либо физичес�о�о э�сперимента, в 
�отором можно было бы исследовать та�ие сложные явления, �а� 
параметричес�ие эффе�ты в динами�е измерения неэле�триче-
с�их величин, не представляется возможной в настоящее время, то 
единственным средством исследования у�азанных вопросов о�азы-

вается �омпьютерное моделирование. 
В данной �лаве подробно рассматриваются все вопросы, в�ратце 

затронутые в предыдущей �лаве при изложении содержания физи-
чес�и одно�анально�о принципа инвариантности. При этом ос-
новной целью моделирования является подтверждение то�о 
фа�та, что пра�тичес�ая реализация ал�оритмов инвариантности, 
во-первых, не связана с преодолением �а�их-либо трудностей, а во-
вторых, действительно решает проблему ис�лючения влияния па-
раметричес�их эффе�тов на точность динамичес�их измерений. 

Приводимые далее результаты моделирования относятся � из-
мерительным системам перво�о поряд�а при детерминированных 
изменениях входных си�налов и параметров ИС. При этом рассмот-

рению математичес�ой модели это�о частно�о случая, соответству-
ющей второй общей модели ИС с сосредоточенными параметрами 
(1.II), уделяется большее внимание, та� �а� математичес�ая мо-
дель для ИС перво�о поряд�а, выте�ающая из первой общей мо-
дели ИС сосредоточенными параметрами (1.I), является более про-
стой �а� с точ�и зрения теоретичес�их исследований, та� и с точ�и 
зрения реализации одно�анально�о принципа инвариантности. 
Для измерительных систем более высо�о�о поряд�а суть дела не 
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Эффе�т повышения по�решностей при переходе от первой �о вто-
рой схеме реализации ал�оритма инвариантности объясняется, 
�лавным образом, тем, что поряд�и основных СЛАУ во второй 
схеме реализации на (n1 – 1) выше, чем поряд�и соответствующих 
основных СЛАУ в первой схеме реализации. Одна�о, у�азанное по-
вышение по�решностей, вообще �оворя, не имеет принципиаль-
но�о значения, та� �а� по�решности восстановления ис�омых X(t), 
a(t) в обоих случаях пренебрежимо малы. 

3.4. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß 
ÒÈÏÎÂÛÕ ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÑÈÃÍÀËÎÂ 

В пра�ти�е измерения неэле�тричес�их величин типовыми 
си�налами условно принято считать следующие виды измеряемых 
си�налов: 

– си�нал, представляющий собой постоянную во времени вели-
чину; 

– си�нал, представляющий собой линейно изменяющуюся во 
времени фун�цию; 

– си�нал, изменяющийся во времени по �армоничес�ому за-
�ону; 

– си�нал, представляющий собой стационарную случайную 
фун�цию времени. 

Первые три вида си�налов относятся � детерминированным 
си�налам, они и будут предметом изучения в данном пара�рафе. 

Роль этих типовых си�налов в теории и пра�ти�е измерений 
весьма значительна. Объясняется это тем, что они часто встреча-
ются в пра�ти�е динамичес�их измерений и тем, что �ачество из-
мерительных приборов �а� стационарных измерительных систем 
часто оценивается по их реа�ции именно на эти виды си�налов. В 
связи с этим, в области измерения неэле�тричес�их величин раз-
рабатываются специальные стенды и установ�и, �оторые с той или 
иной степенью приближения �енерируют у�азанные выше си�-
налы с целью э�спериментально�о исследования динамичес�их 
свойств измерительных приборов �а� стационарных измеритель-
ных систем. У�азанные установ�и и стенды о�азываются, � сожа-
лению, пра�тичес�и бесполезными с точ�и зрения исследования 
динамичес�их свойств измерительных приборов, рассматриваемых 
�а� нестационарные динамичес�ие системы. 

При переходе � изучению нестационарных измерительных си-
стем возни�ает естественный вопрос о том, �а�ие за�оны измене-
ния параметров ИС можно считать типовыми. Если иметь в виду 
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область измерения неэле�тричес�их величин в целом, то в настоя-
щее время отсутствуют результаты с�оль�о-нибудь общих надеж-
ных систематичес�их исследований, позволяющие ответить одно-
значно на поставленный вопрос. Поэтому в основе проводившихся 
до сих пор теоретичес�их исследований, ставивших своей целью 
оцен�у влияния переменности во времени параметров ИС на точ-
ность динамичес�их измерений, лежали лишь предположения о 
возможных за�онах изменения параметров ИС. У�азанные же 
предположения основывались, в свою очередь, на анализе особен-
ностей проте�ания процессов в объе�тах, хара�теристи�и �оторых 
подлежат измерению. 

Анализ специфи�и фун�ционирования большо�о числа техни-
чес�их и техноло�ичес�их объе�тов, хара�теристи�и �оторых из-
меряются, приводит � выводу, что в процессе измерения детерми-
нированных си�налов чаще все�о проявляются следующие два 
вида за�ономерностей детерминированно�о изменения во времени 
параметров измерительных приборов. Во-первых, параметры ИС 
изменяются монотонно между не�оторыми начальными и �онеч-
ными значениями, причем это монотонное изменение может но-

сить �а� возрастающий, та� и убывающий хара�тер. Во-вторых, 
изменения во времени параметров ИС мо�ут носить периодичес�ий 
хара�тер, что, при определенных условиях и с не�оторыми допу-
щениями, в простейшем случае может быть приближенно пред-
ставлено �армоничес�им за�оном. 

Если речь идет об измерении си�нала, представляюще�о собой 
случайный процесс, в частности, стационарный случайный про-
цесс, то хара�тер изменения параметров ИС в подобных условиях 
та�же может быть описан случайной фун�цией времени, в частно-
сти, стационарной случайной фун�цией. Типичным, причем важ-
нейшим, примером последне�о случая является измерение темпе-
ратуры турбулентных пото�ов жид�остей и �азов, т. е. пото�ов, для 

�оторых хара�терным является случайное изменение во времени 
�а� температуры, та� и с�орости пото�ов. В этом случае источни-
�ом переменности параметра a(t) измерительно�о прибора является 
переменность во времени �оэффициента �онве�тивно�о теплооб-
мена между термоприемни�ом и пото�ом, что, в свою очередь, яв-
ляется следствием зависимости �оэффициента �онве�тивно�о теп-
лообмена от с�оростей пото�ов жид�ости и �аза. 

В данном пара�рафе рассматривается реализация ал�оритма 
инвариантности для трех у�азанных выше детерминированных 
типовых си�налов при переменном во времени параметре ИС. Этот 
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Та�им образом, из значений выходно�о си�нала, заре�истриро-
ванных на первом интервале для реализации на нем ал�оритма ин-
вариантности, толь�о два значения u(t1), u(t1 + T01), т. е. значения 
выходно�о си�нала на �раницах перво�о интервала [t1, t1 + T01], бу-
дут необходимы при реализации ал�оритма инвариантности на 
втором интервале, но уже в �ачестве значений выходно�о си�нала 
на �раницах перво�о частично�о интервала [t1, t1 + T2] второ�о ин-
тервала [t1, t1 + T02]. Поэтому при реализации ал�оритма инвари-
антности на втором интервале необходимо будет зафи�сировать 
еще значения выходно�о си�нала u(ti) толь�о в точ�ах: 

ti = t1 + T2 (i – 1) = t1 + T01(i – 1),   i = 3, …, ( k + 1).  

Анало�ично строится распределение частичных интервалов 
для последующих интервалов реализации ал�оритма инвариантно-
сти. Например, начало третье�о интервала, та� же �а� начало всех 
интервалов, определяется точ�ой t = t1, длина частично�о интер-
вала T3 на третьем интервале определяется длиной все�о второ�о 
интервала T02, т. е. T3 = T02, а длина все�о третье�о интервала 
равна T03 = T3×k = T02×k. Та� �а� весь второй интервал [t1, t1 + 
T02] теперь будет и�рать роль перво�о частично�о интервала [t1, t1 
+ T3] третье�о интервала [t1, t1 + T03], то фи�сирование значений 
выходно�о си�нала u(t) при реализации ал�оритма инвариантности 
на третьем интервале требуется лишь в точ�ах 

ti = t1 + T3(i – 1) = t1 + T02(i – 1),   i = 3, …, ( k + 1).  

Очевидно, в изложенном правиле распределения частичных 
интервалов длина �аждо�о интервала, начиная со второ�о, в k раз 
больше длины предыдуще�о интервала. 

Особенностью это�о правила является то, что, переходя от пер-
во�о � последующим интервалам восстановления ис�омых процес-
сов, мы все в большей степени неизбежно в�лючаем в интервал вос-
становления [t1, t1 + T0i] отрез�и установившейся стадии измере-
ния, а это, очевидно, ведет � повышению по�решности 
восстановления измеряемо�о си�нала. Поэтому при использовании 
описанно�о правила распределения частичных интервалов в про-
цессе реализации ал�оритма инвариантности важно устанавливать 
тот последний интервал восстановления ис�омых X(t), a(t), на �о-
тором применение ал�оритма инвариантности остается правомер-
ным. 
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Содержание это�о принципа, наряду с решением основной за-
дачи – ис�лючением влияния параметричес�их эффе�тов, позво-
ляет та�же решать одновременно, непосредственно в процессе из-
мерения, и задачу параметричес�ой идентифи�ации линейной не-
стационарной измерительной системы. 

Кроме то�о, реализация одно�анально�о принципа инвариант-
ности сопровождается �орре�цией динамичес�их хара�теристи� 
измерительной системы, что ведет � повышению быстродействия 
процесса получения измерительной информации на нес�оль�о по-
ряд�ов. 

Не�оторые обобщения полученных до сих пор результатов в 
направлении расширения �ласса �а� измерительных систем, та� и 
измеряемых си�налов, приводятся в последующих �лавах. 
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Ã Ë À Â À  4 

ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ, ÑÂßÇÀÍÍÛÅ 
Ñ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅÌ ÏÐÈÍÖÈÏÀ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÈ 

4.1. ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÈ 

Ка� и следовало ожидать при решении обратной задачи изме-
рения, основные СЛАУ для ал#оритма инвариантности, незави-

симо от использованных методов их составления, о�азываются су-

щественно неустойчивыми, а следовательно, и ал#оритм восстанов-
ления ис�омых си#нала X(t) и параметра a(t) о�азывается 

неустойчивым. 
Попыт�и повысить устойчивость ал#оритма инвариантности 

путем непосредственно#о использования общих методов ре#уляри-
зации – метод ре#уляризации А. Н. Тихонова [13], в том числе с 

применением расширенных матриц [7], метод ре#уляризации, ос-

нованный на син#улярном разложении [14], не все#да приводят � 
приемлемому результату: ино#да требуемое повышение устойчиво-

сти дости#ается толь�о при неприемлемом повышении по#решно-
стей восстановления си#нала X(t) и параметра a(t). 

В связи со с�азанным, наряду с использованием у�азанных 

общих методов ре#уляризации исследователи часто обращаются 
та�же � не�оторым частным приемам повышения устойчивости 

при решении обратных задач. Эти частные приемы связаны, �а� 
правило, с �он�ретным содержанием решаемой задачи или с осо-

бенностями модели исследуемо#о объе�та. 
Добиться существенно#о повышения устойчивости ал#оритма 

инвариантности с сохранением вполне приемлемых по#решностей 

восстановления си#нала X(t) и параметра a(t) удается приемом, 
суть �оторо#о за�лючается в использовании, наряду с невяз�ой, 

обозначаемой в этом пара#рафе R(t), производных не�оторо#о по-
ряд�а этой невяз�и. В результате о�азывается возможным перейти 

от исходной основной СЛАУ АХ = В ал#оритма инвариантности � 

сово�упности не�оторой СЛАУ более низ�о#о поряд�а АОХ = В0 и 
нес�оль�их независимых уравнений. 

Изложим �он�ретное содержание у�азанно#о приема приме-
нительно � трем рассмотренным ранее типовым си#налам и �о 



 

μ μ β
1

1
1

1

( ) , 1 3, ( ) , 2 1.
n

j
j

j

a t t n X t n−α β

∼

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( )

du t
R t u t a t X t a t v t v t

dt
−

2 2
1 2 3 1 1 1 2 1 3( ) ( ) ( ) ( )R t u t t t t t v tα α α −β α −β α −β α

3 6
1 4

1 4

( ) [ ( ) ] [ ] ( ).i i
i i

i i

R t u t t X t X v t− −−

6

1

,ki i k
i

A X B

1

4

( ) , 3

, 3

i
k k

i
k

u t t i

t i

−

−

≤

−

α∼ α∼ α∼ α∼ β∼ β∼ α∼ β∼ α∼ β∼

2
1 2

( )
( ) [ ( ) ( )] [ ( )

dR t
v t v t t u t v t t

dt
α α

3 1 2 1 3 02 ( ) ] 2 ( )u t t t w tα −β α − β α
2

2
0 1 0 2 02

( )
( ) [ ( ) 2 ( )] [ ( )

d R t
w t w t t v t w t t

dt
α α

3 1 34 ( ) 2 ( )] 2 ( )v t t u t h tα − β α



 

3
2

1 0 23

( )
( ) [ ( ) 3 ( )] [ ( )

d R t
h t h t t w t h t t

dt
α α

0 36 ( ) 6 ( )] ( ),w t t v t p tα
2 3 4

0 2 3 4

( ) ( ) ( )
( ) , ( ) , ( ) .

d u t d u t d u t
w t h t p t

dt dt dt

β∼ α∼
γ β∼ α∼ γ

≥

α∼ α∼ α∼ β∼ γ
β∼ α∼ γ β∼ α∼ β∼

β∼ α∼ γ

 ≥

α∼ α∼ α∼ β∼

≥

α∼ α∼ α∼ β∼

α∼
3

1

0 0 ,ki i k
i

A Bα ≥

1 2 00 ( ), 0 ( ) 3 ( ),k k k k k kA h t A t h t w t

2
3 00 ( ) 6 ( ) 6 ( ), 0 ( ),k k k k k k k kA t h t w t t v t B p t−

β∼ β∼

1

( )
( ) ,

( )
v t

u t
t

β



 

β∼
∼

≤ ≤
ρ ρ ρ

≤ ≤

∼

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤



 

≤ ≤ ≤ ≤

∼

α∼ α∼
α∼ β∼

1 2
1 1

1 1

( ) , 1 2, ( ) , 2 2,
N N

j j
j j

j j

a t t N X t t N− −α β

1 2
1 1

1 1

( ) , 1 2, ( ) , 2 2.
n n

j j
j j

j j

a t t n X t t n− −α β



 

∼ ∼

2
1 2 1 1 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R t u t t u t t t v tα α − α β − α β α β − α β

1 2 1 2 2 1 2 2 0

( )
( ) [ ( ) ( )] ( ) 2 ( ) ( )

dR t
v t t v t u t t w t

dt
α α − α β α β − α β

2

0 1 0 2 2 22

( )
( ) [ ( ) 2 ( )] 2( ) ( )

d R t
w t t w t v t h t

dt
α α − α β

3

1 0 23

( )
( ) [ ( ) 3 ( )] ( )

d R t
h t t h t w t p t

dt
α α

5

1

,ki i k
i

A X B

1

3

( ), 2

( 1) , 2

i
k k

i
k

t u t i

t i

−

−

≤

−

α∼ α∼ α∼ β∼ β∼ α∼ β∼ α∼ β∼ α∼ β∼

α∼ α∼

≥

2

1

0 0 ,ki i k
i

A Bα ≥

1 2 00 ( ), 0 ( ) 3 ( ).k k k k k kA h t A h t t w t

β∼ β∼

β∼
2

2

( )
0, .k

d R t
t t

dt



 

2 0 1 0 2
2

1 { ( ) [ ( ) 2 ( )] ( )}, .
2 kw t t w t v t h t t tβ α αα

β∼

1 2
1 2

( )
( ) , .k

v t
u t t t t

t
β − β α α

2

2

( )
0, ( ) 0.

k

k

tt

d R t
R t

dt

α α β β

≤ ≤

≤ ≤
ρ ρ ρ

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤



 

∼

∼

0 0( ) sin , ( ) sin ,a xa t a A wt X t X A wt

0 0( ) sin , ( ) sin ,a xa t a A t X t X A tω ω

ω
ω

0 0 0 0 0( ) ( ) [ ( )sin ] [ ] sina x aR t u t a u t t A X a a A X A tω − − ω −

1 (1 cos2 ) ( ).
2 x at A A v t− ω

0

( )
( ) [ ( )sin ( ) cos ] a

dR t
v t a v t t u t t A

dt
ω ω ω −

0 0 0[ sin 2 ] [ cos ]( ) ( )x a x at A A t a A X A w tω ω − ω ω
2

2
0 0 02

( )
( ) [ ( )sin 2 ( ) cos ( ) sin ] a

d R t
w t a w t t v t t u t t A

dt
ω ω ω − ω ω −

2 2
0 0[2 cos2 ] [ sin ]( ) ( )x a x at A A t a A X A h tω ω ω ω

3
2

0 03

( )
( ) [ ( )sin 3 ( ) cos 3 ( ) sin

d R t
h t a h t t w t t v t t

dt
ω ω ω − ω ω −

3 3 3
0 0( ) cos ] [4 sin 2 ] [ cos ]( ) ( )a x a x au t t A t A A t a A X A p tω ω ω ω ω ω



 

5

1

,ki i k
i

A X B

1 2( ), ( )sin ,k k k k kA u t A u t tω

3 4 5
11, sin , (cos2 1).
2k k k k kA A t A t− − ω ω −

3
1 0 2 3 0 0 0 4 0 0

1

, , ,a x a

X
X a X A X X a X X a A X A

X

4 0
5

1

, .a
x a x

X X A
A X A A

X
−

0 0, , ,a xa A X A

≥
γ x aA A γ 0 0 ,x aa A X A

( )
,

ktt

dR t
dt

2

2

( )

ktt

d R t
dt 0 0( );x aa A X A

2

2

( )
,

ktt

d R t
dt

3

3

( )

ktt

d R t
dt 0 0( ).x aa A X A

1 0 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 0a a xt a t A t A A f tφ φ φ

1 0 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 0,a a xt a t A t A A F tψ ψ ψ



 

2
1 0( ) ( ) sin cos ( )t v t t t w tφ ω ω ω ω

2 2 2 2
2 0

1( ) sin ( ) sin 2 ( ) 2 cos ( )
2

t t v t t w t t v tφ ω ω ω ω ω ω

3 3
3( ) sin sin 2 2 cos cos2t t t t tφ ω ω ω ω ω ω

2
0( ) sin ( ) cos ( )f t t w t t h tω ω ω ω

3 2
1 0( ) cos ( ) sin ( )t t w t t h tψ ω ω −ω ω

4 2 2 2 3
2 0( ) 2 cos ( ) sin ( ) sin 2 ( )t t v t t h t t w tψ ω ω −ω ω −ω ω

4 23 sin ( )t v tω ω
5 5

3( ) 2 cos cos 2 4 sin sin 2t t t t tψ ω ω ω ω ω ω
3 2( ) cos ( ) sin ( )F t t h t t p tω ω −ω ω

0 , , ,a xa A A a xA A γ

3

1

0 0 ,ki i k
i

A X B ≥

1 1 2 2 3 30 ( ), 0 ( ), 0 ( ),k k k k k kA t A t A tφ φ φ

3
1 0 2 3

2

, , .a a x x

X
X a X A X A A A

X

∼

∈ ∼

0 0
0

0

1
2( ) ( )sin sin (1 cos 2 ) ( )

.
sin

a x x a

a

u t a u t t A a A t t A A v t
X

a A t

ω − ω − − ω
ω

0 , ,a xa A A
∼



 

,a xA A

1 3 3 1 0 2 3 3 2( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) at t t t a t t t t Aφ ψ − φ ψ φ ψ − φ ψ

3 3( ) ( ) ( ) ( )t F t t f tφ −ψ

≥
0 , ,aa A

xA

∈ ∼

∼

≤ ≤
ρ ρ ρ

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤



 

∼ ∼

∼ ∼



 

0

( ) ( , ) ( ) ,
t

u t w t X dτ τ τ

∼ τ

∼ τ
∼ τ

∼ τ

∼ τ



 

∼

2
1

1

( ) .
n

j
j

j

X t t −β

∼ τ
τ

1 2 3( , ) ,g t g g t gτ τ

τ
∼ τ

τ
τ

0

( ) ( ) ( , ) ( ) .
t

uI t u t g t X d− τ τ τ

β∼ β∼



 

τ

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
t t

u t w t d w t X dτ ψ τ τ τ τ τ

ψ τ

ó

( ) ( ) .t X tΨ

Ψ

( ) ( ).t u tΨ

( ) ( ) ,u t X t



 

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .
t t

u t w t X d w t u dτ τ τ − τ τ τ

0

( , ) ( ) ( ),
x

K x t q t dt f x

α

0

( ) ( , ) ( ) ( ).
x

q x K x t q t dt f xα

α

α



 

∼ τ

1( ) const;X t β

1 2 1 2( ) , const, const;X t tβ β β β

0 0( ) sin , const, const, const.x xX t X A wt X A w

( )
( ) ( ) ( ) ( ),

du t
a t u t a t X t

dt

1 2 1 2( ) , const, const.a t tα α α α



 

∼ τ
τ

τ

∼ τ

∼ τ
τ

τ

τ ∼

∼

∼
∼ β∼ τ

∼ τ
∼ τ

0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
t t

I t u t g t u d g t X dτ τ τ − τ τ τ

1 2 3

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

I t u t u d g t u d g u d gτ τ τ τ τ τ τ −

2
1 1 2 1 3 1

1( ).
2

tg t g gβ − β β



 

1 1 2 2 3 3 4 1 1 5 2 1 3 1
1, , , , ,
2

X g X g X g X g X g gβ β β

2
1 2 3 4 5

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t t t

I t u t u d X t u d X u d X tX t Xτ τ τ τ τ τ τ − −

5

1

,ki i k
i

A X B

1

0

( ) ,
k

k

t

A u d− τ τ 2

0

( ) ,
k

k k

t

A t u d− τ τ 3

0

( ) ,
k

k

t

A u d− τ τ τ 4 ,k kA t

2
5 .k kA t

4
1 1 2 2 3 3 1

1

, , , .
X

g X g X g X
g

β

5 2 1 3 1
1 ,
2

X g gβ β

β∼

β∼

β∼

β α α

ρ ρ

1

1

1

1

0

0

( ) ( )

( )

T

T

t

t
t

t

X t X t dt

X

X t dt

−
ρ −



 

1

1

1

1

0

0

( ) ( )

( )

T

T

t

t
t

t

u t U t dt

Iu

u t dt

−
ρ −

0

( ) ( , ) ( ) .
t

U t g t X dτ τ τ

ρ

≤ ≤
ρ ρ ∼ β∼



 

∼ τ
τ

1 2( ) ,X t tβ β

1 2 3

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

I t u t u d g t u d g u d gτ τ τ τ τ τ τ −

2 3
1 1 2 1 3 1 1 2 2 2 3 2

1 1 1 1( ) ( ) ( ).
2 2 2 3

t g t g g g t g gβ − β β β − β β

1 1 2 2 3 3 4 1 1 5 2 1 3 1 1 2
1 1, , , , ,
2 2

X g X g X g X g X g g gβ β β β

6 2 2 3 2
1 1 .
2 3

X g gβ β

1 2 3

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

I t u t u d X t u d X u d Xτ τ τ τ τ τ τ −

2 3
4 5 6.tX t X t X− −

6

1

,ki i k
i

A X B

1

0

( ) ,
k

k

t

A u d− τ τ 2

0

( ) ,
k

k k

t

A t u d− τ τ 3

0

( ) ,
k

k

t

A u d− τ τ τ 4 ,k kA t

2
5 ,k kA t 3

6 .k kA t

5 2 1 3 14
1 1 2 2 3 3 1 2

1 1

2 2
, , , , .

X X XX
g X g X g X

g X
− β − ββ β

6 2 2 3 2
1 1 ,
2 3

X g gβ β

β∼



 

β β α α

≤ ≤
ρ ρ β∼ β∼

∼ τ
τ

0( ) sin ,xX t X A tω



 

1 2 3

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

I t u t u d g t u d g u d gτ τ τ τ τ τ τ −

2
1 0 2 0 3 0 1 2

1 1 1( ) ( ) ( ) (1 cos ) ( ) (1 cos )
2 x xt g X t g X g X g A t g A t t− − − ω − − ω −ω ω

3 2
1 1( ) sin cos .xg A wt t t− ωωω

1 1 2 2 3 3 4 1 0 5 2 0 3 0
1, , , , ,
2

X g X g X g X g X X g X g X

6 1 7 2 8 3, , .x x xX g A X g A X g A

1 2 3

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

I t u t u d X t u d X u d Xτ τ τ τ τ τ τ −

2
4 5 6 7

1 1(1 cos ) (1 cos )tX t X t X t t X− − − ω − − ω −ω ω

82
1 1sin cos .t t t Xω − ωωω

8

1

,ki i k
i

A X B

1

0

( ) ,
k

k

t

A u d− τ τ 2

0

( ) ,
k

k k

t

A t u d− τ τ 3

0

( ) ,
k

k

t

A u d− τ τ τ 4 ,k kA t

2
5 ,k kA t 6

1 (1 cos ),k kA t− ωω 7
1 (1 cos ),k k kA t t− ωω 8 2

1 sink kA tω −
ω

1 cos .k kt tωω

64
1 1 2 2 3 3 0

1 1

, , , , .x

XX
g X g X g X X A

g g



 

∼
∼

α α ω π

≤ ≤
ρ ρ ∼ ∼



131 

 

4.3. ÎÄÍÎÊÀÍÀËÜÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÈ 
ÄËß ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ 
ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ 

Постанов�а задачи 

При попыт�е использования принципа инвариантности в 

динами�е ИС с распределенными параметрами, �он�ретно ИС, 

описываемых дифференциальными уравнениями в частных произ-

водных, мы стал�иваемся с та�им большим �оличеством различ-

ных математичес�их моделей, что попыт�и взять за основу иссле-

дования математичес�ую модель, с�оль�о-нибудь общую для тео-

рии измерения в целом, о�азываются заведомо обреченными. 

Более то#о, если даже обратиться � �а�ой-либо �он�ретной области 

измерения, то и в этом случае разнообразие физичес�их принципов 

фун�ционирования и �онстру�тивных особенностей ИС приводит 

� та�ому большому числу принципиально различных математиче-

с�их моделей, что пра�тичес�и полезные результаты можно полу-

чить, лишь удовлетворившись рассмотрением математичес�их мо-

делей, являющихся общими хотя бы для не�оторых #рупп ИС. 

В связи со с�азанным мы обратимся � области измерений, в �о-

торой параметричес�ие эффе�ты проявляются наиболее сильно, 

поэтому любые средства уменьшения влияния этих эффе�тов 

�райне желательны. Та�ой областью измерений является термо-

метрия, причем наиболее сложная ситуация имеет место при изме-

рении температур пото�ов жид�остей и #азов. 

Физичес�ие и математичес�ие модели современных систем из-

мерения температур жид�остей и #азов, �оторые обычно называют 

термоприемни�ами, хорошо известны [10]. Из этой области мы вы-

бираем для исследования #руппу термоприемни�ов, имеющих 

формы �аноничес�их тел, математичес�ие модели поведения �ото-

рых приведены в первой #лаве. 

Изложение процессов и результатов построения ал#оритмов 

инвариантности для термоприемни�ов у�азанных форм о�азыва-

ются настоль�о единообразными, что вполне достаточно о#рани-

читься подробным изложением процесса и результата построения 

ал#оритма инвариантности толь�о для термоприемни�ов, имею-

щих форму нео#раниченной пластины. 
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Ã Ë À Â À  5 

ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ßÂËÅÍÈß Â ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 
 
 

Параметричес�ие явления в статистичес�ой динами�е измери-
тельных систем подробно рассмотрены в работе [1]. Приводимые 
ниже результаты дают общие представления о за�ономерностях 
проявления параметричес�их эффе�тов в статистичес�ой дина-
ми�е ИС. В дальнейшем часть этих результатов используется при 
разработ�е ал*оритма ис�лючения влияния параметричес�их эф-
фе�тов на точность восстановления статистичес�их хара�теристи� 
измеряемо*о си*нала. 

В �ачестве методов статистичес�о*о анализа ИС используются 
�а� точные, та� и приближенные методы, а анализ динамичес�их 
свойств ИС о*раничивается рам�ами �орреляционной теории. По-
лучаемые аналитичес�ие выражения, устанавливающие взаимо-
связь между статистичес�ими хара�теристи�ами реа�ции ИС и из-
меряемо*о си*нала, позволяют оценивать по*решности определе-
ния важных для пра�ти�и хара�теристи� – математичес�о*о 
ожидания и дисперсии измеряемо*о си*нала. Очевидно, у�азанная 
оцен�а возможна лишь при не�оторых предположениях о стати-
стичес�их хара�теристи�ах измеряемо*о си*нала и параметров 
ИС, а та�же о значениях постоянных величин, входящих в эти ха-
ра�теристи�и. 

Та�им образом, традиционная методи�а оцен�и по*решностей 
определения статистичес�их хара�теристи� измеряемо*о си*нала – 
случайно*о процесса вполне анало*ична традиционной методи�е 
оцен�и по*решностей, �оторая используется при определении ха-
ра�теристи� детерминированных си*налов, а именно, она основы-
вается на получении решений прямых задач и необходимых пред-
положениях о свойствах измеряемо*о си*нала и параметров ИС. 

В завершении данной *лавы приводятся результаты модель-
ной реализации принципа инвариантности применительно � ста-
тистичес�ой динами�е измерительных систем. 

5.1. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ 

Приведем �рат�ие сведения из этой теории, следуя ее изложе-
нию, содержащемуся в работе [6]. 
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был бы инвариантным � статистичес�им свойствам случайных па-
раметров измерительной системы. 

Использование для решения у�азанной проблемы физичес�и 
одно�анально*о принципа инвариантности предусматривает необ-
ходимость построения не�оторых соотношений, устанавливающих 
взаимосвязь между основными ис�омыми величинами, статисти-
чес�ими хара�теристи�ами параметров измерительной системы, 
влияние �оторых следует ис�лючить, и статистичес�ими хара�те-
ристи�ами по�азаний ИС. 

Та�им образом, из с�азанно*о следует, что использование одно-
�анально*о принципа инвариантности обуславливает необходи-
мость перехода от исходной математичес�ой модели ИС, заданной 
обычно в виде дифференциально*о или инте*рально*о уравнения, 
устанавливающих взаимосвязь между по�азаниями ИС Y(t) и из-
меряемым си*налом X(t), � не�оторой статистичес�ой модели, �о-
торая устанавливает взаимосвязь между статистичес�ими хара�-
теристи�ами си*налов Y(t), X(t) и параметров ИС. Ка� следует из 
содержания предыдущих пара*рафов данной *лавы, существуют 
различные точные и приближенные методы у�азанно*о перехода. 

Любой метод перехода � статистичес�им моделям может сопро-
вождаться та�же использованием существующих методов разложе-
ния случайных фун�ций, �орреляционных и взаимных �орреляци-
онных фун�ций, в том числе, естественно, широ�о известно*о и 
*лубо�о разработанно*о метода �аноничес�их разложений. Важно, 
одна�о, во всех случаях иметь в виду, что получаемые статистиче-
с�ие модели должны быть линейными относительно основных ис-
�омых или линеаризуемыми с помощью введения вспомо*атель-
ных ис�омых величин. 

Из предыдуще*о изложения следует, что, с точ�и зрения при-
менения принципа инвариантности, для осуществления у�азанно*о 
перехода � статистичес�ой модели ИС наиболее эффе�тивным о�а-
зывается метод, основанный на теории мар�овс�их случайных 
процессов. Связано это �а� с общностью и точностью метода, та� и 
с формой, в �оторой получается статистичес�ая модель ИС: модель 
о�азывается линейной или ле*�о линеаризуемой относительно ис-
�омых величин. Поэтому изла*аемые ниже результаты относятся 
� построению статистичес�ой модели ИС с использованием мето-
дов теории мар�овс�их случайных процессов. 

Рассмотрим первую модель ИС с сосредоточенными парамет-
рами, пола*ая п = 1. В этом случае исходная модель ИС имеет вид: 
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

 
Из содержания моно*рафии понятно, почему изложение фи-

зичес�и одно�анально*о принципа инвариантности дано именно 
применительно � измерительным системам: у�азанный принцип 
инвариантности позволяет решить сложную проблему теории и 
пра�ти�и измерений, привле�авшую � себе особое внимание спе-
циалистов уже на протяжении мно*их десятилетий – проблему 
ис�лючения влияния параметричес�их эффе�тов на точность ди-
намичес�их измерений. 

Одна�о, одно�анальный принцип инвариантности может быть 
применен в любой дру*ой области, *де по реа�ции линейно*о неста-
ционарно*о динамичес�о*о объе�та на не�оторое входное воздей-
ствие требуется определить само входное воздействие. Та�ие объ-
е�ты исследования существуют в большом �оличестве во мно*их 
областях нау�и и техни�и – в астрономии, физи�е, химии, э�оно-
ми�е и т. д. Поэтому, переходя на язы� обобщенных понятий «объ-
е�т», «вход», «выход» и учитывая содержание п. 4.2, *де рассмат-
ривалось применение одно�анально*о принципа инвариантности � 
динами�е линейной нестационарной измерительной системы про-
извольной (неизвестной) стру�туры, можно утверждать, что по 
реа�ции линейно*о объе�та с сосредоточенными параметрами на 
не�оторое входное воздействие может быть решена расширенная 
обратная задача – определение входно*о воздействия и импульсной 
переходной фун�ции, хара�теризующей динамичес�ие свойства 
объе�та. 

Основные общие методичес�ие вопросы, связанные с примене-
нием одно�анально*о принципа инвариантности в динами�е линей-
ных объе�тов, были затронуты в данной моно*рафии. Вместе с тем, 
понятно, что применение это*о принципа в любой �он�ретной об-
ласти может иметь не�оторые свои особенности. 

В п. 2.4 рассмотрено построение ал*оритма инвариантности 
для одно*о довольно уз�о*о �ласса нелинейных измерительных си-
стем. Ло*ичес�им продолжением проведенных в данной работе ис-
следований является исследование возможностей реализации одно-
�анально*о принципа инвариантности применительно � не�оторым 
общим моделям нелинейных измерительных систем. В у�азанном 
направлении представляется перспе�тивным использование фун�-
циональных рядов Вольтерра, �оторые мо*ут служить моделями 
достаточно широ�о*о �ласса нелинейных систем и являются есте-
ственным обобщением моделей линейных систем.  
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