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ВВЕДЕНИЕ 

 

Современные информационно-измерительные и управляю-

щие системы играют ключевую роль в обеспечении надежности и 

эффективности различных технологических процессов. Их техни-

ческое состояние напрямую влияет на безопасность и производи-

тельность оборудования, что делает своевременную диагностику 

и прогнозирование неисправностей критически важными зада-

чами. Для анализа технического состояния таких систем применя-

ются разнообразные математические методы, среди которых осо-

бое место занимают численные методы решения дифференциаль-

ных уравнений. 

При построении математических моделей, описывающих 

процессы в исследуемых объектах различной природы, использу-

ются дифференциальные уравнения математической физики. К ос-

новным из них принято относить уравнения: Лапласа, Пуассона, 

волновое, теплопроводности и др. 

При этом в практически важных задачах: нестационарных, 

многомерных, с областями сложной формы получить точные ана-

литические решения, как правило, не удается. В связи с этим воз-

растает роль численных методов, интенсивно развивающихся в 

последние годы, чему способствуют постоянно растущие возмож-

ности вычислительной техники. 

Целью данного учебного пособия является ознакомление 

студентов технических специальностей с сутью указанных мето-

дов, в частности, наиболее распространённых из них, например, 

как метод конечных разностей, метод конечных элементов и др. 
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Учебное пособие состоит из шести глав. 

В ГЛАВЕ 1 рассматриваются методы решения обыкновен-

ных дифференциальных уравнений (ОДУ). Изложены классиче-

ские модификации одношаговых методов Эйлера, Рунге – Кутты, 

многошагового метода Адамса, решения краевой задачи. Рассмот-

рены также такие понятия как сходимость, устойчивость, аппрок-

симация, явные и неявные схемы. 

ГЛАВА 2 посвящена решению дифференциальных уравне-

ний в частных производных второго порядка методом конечных 

разностей (МКР). Рассмотрены решения следующих уравнений: 

Лапласа, Пуассона, волнового, теплопроводности. 

В ГЛАВЕ 3 рассмотрены вариационно-разностные методы. 

Определено понятие функционала. Изложена суть методов Ритца 

и Бубнова – Галёркина. Приведены примеры решения дифферен-

циальных уравнений в частных производных. 

В ГЛАВЕ 4 изложен метод конечных элементов. Приведены 

этапы его применения. В качестве примера рассмотрено решение 

уравнения теплопроводности. 

ГЛАВА 5 Посвящена изложению основных понятий связан-

ных с математическим моделированием. Предложена возможная 

классификация математических моделей и рассмотрены типичные 

этапы построения математических моделей. 

В ГЛАВЕ 6 приведены некоторые исходные понятия, связан-

ные с хаосом в детерминированных динамических системах: 

странный аттрактор, предельный цикл и др. 

Учебное пособие ориентировано на студентов технических 

вузов, обучающихся по направлениям, связанным с автоматиза-

цией, вычислительной техникой и управлением сложными систе-



8 

мами. Оно также будет полезно инженерам и исследователям, ра-

ботающим в области разработки и эксплуатации информационно-

измерительных и управляющих систем. 

Материал представлен в доступной форме, сочетающей тео-

ретический материал с примерами практического применения рас-

сматриваемых методов. Это позволит читателю получить глубо-

кие знания в области математического анализа технического со-

стояния систем и научиться эффективно применять эти знания в 

реальных инженерно-технических задачах. 
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ГЛАВА 1. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ  

РЕШЕНИЯ ОБЫКНОВЕННЫХ  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ (ОДУ) 

 

1.1. Постановка задачи. Методы решения 

 

Многие задачи физики, механики, химии и других отраслей 

науки и техники при их математической формулировке сводятся к 

дифференциальным уравнениям. 

Дифференциальные уравнения делятся на две существенно 

различные категории: 

1. обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ), кото-

рые содержат только одну независимую переменную; искомая 

функция u = u(t) или u = u(x); 

2. уравнения с частными производными, содержащие не-

сколько независимых переменных; искомая функция u = u(t, x, y, z). 

Обычно в указанных уравнениях: t – время, x, y, z – простран-

ственные переменные. 

Полная математическая постановка задачи наряду с диффе-

ренциальными уравнениями требует задания дополнительных 

условий. Если решение ищется в ограниченной области значений 

независимых переменных, то задаются условия на границах обла-

сти, которые называются граничными. Если одной из независимых 

переменных является время, то задаются некоторые условия в 

начальный момент времени – это начальные условия. Если зада-

ются и граничные и начальные условия, то такие задачи называ-

ются нестационарными (или смешанными) краевыми задачами. 
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ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

Аналитические методы – дают возможность провести непо-

средственное интегрирование дифференциальных уравнений, то 

есть решение в квадратурах – в виде формул и путем аналитиче-

ских преобразований – однако, это возможно только в простых слу-

чаях. 

Приближенные методы – они используют различные упроще-

ния самих дифференциальных уравнений, например, путем отбра-

сывания содержащихся в них членов или выбором некоторых спе-

циальных классов искомых функций. К ним относятся: 

 Метод возмущений. Решение ищется в виде основного ре-

шения + малой добавки (возмущения). 

 Метод малого параметра: решение ищется в виде ряда по 

некоторому малому параметру, содержащемуся в данной задаче. 

 Методы минимизации невязок. 

Суть их заключается в следующем. Пусть задано дифферен-

циальное уравнение с некоторыми граничными условиями. Выби-

рается некоторая линейно независимая (базисная) система функ-

ций φ0(x), φ1(x), …, φn(x) (запись для обыкновенных дифференци-

альных уравнений); где φ0(x) удовлетворяет граничным условиям, 

φ1(x), …, φn(x) – нулевым граничным условиям. 

Искомое решение представляется в виде линейной комбина-

ции базисных функций 

𝑦(𝑥) = 𝜑0(𝑥) + 𝑎1𝜑1(𝑥) + 𝑎2𝜑2(𝑥)+. . . +𝑎𝑛𝜑𝑛(𝑥) (1.1) 

Подставляя это выражение в исходное дифференциальное 

уравнение, можно найти разность между его левой и правой ча-

стями, которая называется невязкой: 𝑟(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛). a1, …, an под-

бираются так, чтобы невязка была минимальной. Способ миними-

зации и определяет ту или иную модификацию метода. 
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 Метод коллокаций. Выбираются точки x1, …, xn, в кото-

рых невязки полагаются равными нулю. Получается система ли-

нейных алгебраических уравнений, из которых определяются a1, 

a2, …, an и подставляются в решение (1.1). 

 Метод наименьших квадратов. Минимизируется сумма 

квадратов невязок – также определяется система линейных алгеб-

раических уравнений, из которых находятся a1, a2, …, an. 

Наряду с изложенными методами, особенно в случае слож-

ных задач, также используются следующие численные методы: ме-

тод конечных разностей (МКР), метод конечных элементов (МКЭ), 

вариационные методы. Последние два метода будут рассмотрены 

в последующих главах. 

Вначале рассмотрим МКР и его применение для решения 

ОДУ и дифференциальных уравнений в частных производных. 

Метод конечных разностей (применяется как для обыкновен-

ных дифференциальных уравнений, так и для дифференциальных 

уравнений в частных производных). Состоит из следующих эта-

пов: 

1. Построение дискретного аналога непрерывной среды 

(наложение на область разностной сетки, переход к дискретным 

значениям аргументов и искомой функции). Значения функции в 

узлах сетки называются сеточными функциями. 

2. Аппроксимация системы дифференциальных уравнений. 

Производные заменяются разностными аналогами и записываются 

во внутренних узлах. 

3. Конечно-разностная аппроксимация начальных и гранич-

ных условий. В итоге получается система алгебраических уравне-

ний, число которых равно числу внутренних узлов. 
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4. Решение получающейся системы алгебраических уравне-

ний и получение дискретных значений искомой функции. Эта си-

стема алгебраических уравнений бывает очень высокого порядка, 

но матрица коэффициентов бывает сильно разреженной. 

5. Построение приближающей (аппроксимирующей) функ-

ции по полученным дискретным значениям исходной функции. 

В последующих параграфах показано применение МКР для ре-

шения ОДУ. 

 

1.2. Виды представления ОДУ 

 

Как уже отмечалось, ОДУ – уравнения, содержащие одну не-

зависимую переменную и, в общем случае, производные различ-

ных порядков по этой переменной. Таким образом, ОДУ можно за-

писать в виде 

𝐹(𝑡, 𝑢, 𝑢(𝐼), 𝑢(𝐼𝐼), . . . , 𝑢(𝑛)) = 0, (1.2) 

где 𝑢(𝐼) =
𝑑𝑢

𝑑𝑡
; 𝑢(𝐼𝐼) =

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
; . . . ; 𝑢(𝑛) =

𝑑𝑛𝑢

𝑑𝑡𝑛
; (n) называется порядком 

уравнения. 

Например: 𝐹(𝑡, 𝑢, 𝑢𝐼) = 0 – уравнение первого порядка; 

𝐹(𝑡, 𝑢, 𝑢𝐼 , 𝑢𝐼𝐼) = 0 – уравнение второго порядка. 

В ряде случаев из общей записи (1.2) удается выразить стар-

шую производную в явном виде. Например, 

𝑢𝐼 = 𝑓(𝑡, 𝑢) 

𝑢𝐼𝐼 = 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑢𝐼) 

𝑢(𝑛) = 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑢(𝐼), . . . , 𝑢(𝑛−1)). 

Так как многие численные методы решения ОДУ разрабо-

таны для ОДУ первого порядка, имеет смысл представить ОДУ n-
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го порядка системой (n) уравнений первого порядка путем замены 

переменных. 

Например, пусть имеем ОДУ третьего порядка 

𝑢𝐼𝐼𝐼 = 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑢(𝐼), 𝑢(𝐼𝐼)). 

Тогда введем обозначения 

{

𝑢′ = 𝑢1
𝑢′′ = 𝑢1

′ = 𝑢2
𝑢′′′ = 𝑢2

𝐼

 

и получим 

{

𝑢2
′ = 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2)

𝑢′ = 𝑢1
𝑢1
′ = 𝑢2

 

То есть из уравнения третьего порядка получим систему трех 

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 

 

1.3. Численное решение ОДУ методом Эйлера 

(одношаговый метод) 

 

Пусть дано ОДУ первого порядка: 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑢, 𝑡), 

(1.3) 

где f (u, t) – известная функция; t – независимая переменная (часто 

она имеет смысл времени). Независимая переменная может иметь 

смысл пространственной переменной x, но от этого суть метода не 

меняется. 
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Как уже отмечалось выше, для полной формулировки задачи 

необходимо задать дополнительное условие. Если t – время, то это 

должно быть начальное условие при t = t0: 

𝑢(𝑡 = 𝑡0) = 𝑢0, 

где u0 – заданное значение. Необходимо найти u = u(t). Отметим, 

что в изложенной формулировке поставленная задача называется 

задачей Коши. Для решения применим МКР. 

В соответствии с методом перейдем к дискретным значениям 

u и t: 

𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, . .. 

𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑖 , 𝑡𝑖+1, . .. 

При этом ti+1 – ti = Δt, где Δt – шаг по времени. Далее в соот-

ветствии с МКР заменим дифференциальный оператор разностной 

аппроксимацией 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
≈
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

𝛥𝑡
 

и получим с учетом (3.1) 

𝑢𝑖+1−𝑢𝑖

𝛥𝑡
= 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖); 

отсюда 

𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝛥𝑡 ⋅ 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖) (1.4) 

Из этого соотношения видим, что если нам известно ui, то 

есть значение u на предыдущем шаге, мы легко определим ui+1 зна-

чение искомой функции на последующем шаге. Отметим, что ука-

занное соотношение (схема расчета) называется явной! 
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Используя начальное условие u(t = t0) = u0, можно последова-

тельно рассчитать значение u на любом шаге по времени: 

 𝑢1 = 𝑢0+𝛥t⋅  𝑓(𝑢0, 𝑡0)  

 𝑢2 = 𝑢1 + 𝛥𝑡 ⋅ 𝑓(𝑢1, 𝑡1)  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 

 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 + 𝛥𝑡 ⋅ 𝑓(𝑢𝑛−1, 𝑡𝑛−1)  

Оценим устойчивость решения и погрешность схемы Эйлера. 

Напомним, что решение будет устойчивым, если неизбежная на 

каждом шаге погрешность не будет нарастать от шага к последую-

щему шагу. Пусть ξi – погрешность на i-м шаге, ξi+1 – погрешность 

на (i+1)-м шаге. Введем эти погрешности в схему Эйлера (1.4): 

𝑢𝑖+1 + 𝜉𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝜉𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖 + 𝜉𝑖 , 𝑡𝑖) ⋅ 𝛥𝑡 (1.5) 

Используем разложение f(ui + ξi, ti) в ряд Тейлора: 

𝑓(𝑢𝑖 + 𝜉𝑖 , 𝑡𝑖) = 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖) +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|
𝜉𝑖

𝑡𝑖
+ 0 [(𝜉𝑖)

2
] 

и подставим в (1.5): 

𝑢𝑖+1 + 𝜉𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝜉𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖) ⋅ 𝛥𝑡 +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|
𝛥𝑡 ⋅ 𝜉𝑖

𝑡𝑖
+ 0 [(𝜉𝑖)

2
] ⋅ 𝛥𝑡. 

Далее выразим f(ui, ti) с помощью (3.2) и получим  

𝑢𝑖+1 + 𝜉𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝜉𝑖 + 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖 +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|
𝛥𝑡 ⋅ 𝜉𝑖

𝑡𝑖
 

После сокращений получим: 
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𝜉𝑖+1 = 𝜉𝑖 (1 +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|
 
𝑡𝑖𝛥𝑡) (1.6) 

Из соотношения (1.6) видно, что, если 
𝜕𝑓

𝜕𝑢
> 0, то 

 (1 +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|
 
𝑡𝑖𝛥𝑡) > 1, т. е. погрешность будет нарастать. Метод Эй-

лера нельзя применять. Таким образом, необходимо, чтобы 
𝜕𝑓

𝜕𝑢
< 0. 

Тогда должно быть |(1 −
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|
 
𝑡𝑖𝛥𝑡)| ≤ 1. Отсюда для устойчивости 

решения необходимо, чтобы 

𝛥𝑡 ≤
2

|
𝜕𝑓
𝜕𝑢
| 
 
𝑖|

 
(1.7) 

Последнее соотношение означает, что должно быть ограни-

чение на Δt шаг по времени. Δt не может быть по величине больше, 

чем определяемое соотношение (1.7). 

Важное замечание: недостатком всех явных схем является 

ограничение величины шага по времени. 

Рассмотрим пример: 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −

𝑢

𝜏0
; дополнительное условие (начальное): u(t = 0) = u0 = 

1. Это ОДУ описывает затухание тока в цепи с индуктивностью L 

и сопротивлением R; 𝜏0 = 𝐿 𝑅⁄ . Оно имеет строгое аналитическое 

решение: 

𝑑𝑢

𝑢
= −

𝑑𝑡

𝜏0
;   ∫

𝑑𝑢

𝑢
= −∫

𝑑𝑡

𝜏0
;   𝑙𝑛𝑢 = −

𝑡

𝜏0
+ 𝐶1;   при t = 0; ln u0 = 

ln 1= =0. C1 = 0. 

Таким образом, решение имеет вид 𝑢 = 1 ⋅ 𝑒
−
𝑡

𝜏0 (см. рис. 1). 

Строгое решение представлено плавной сплошной линией. 
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Рисунок 1. Решения, полученные при разных величинах Δt 

 

Сравним строгое решение с решением, полученным по схеме 

Эйлера. 

Применим для решения уравнения 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −

𝑢

𝜏
; схему Эйлера: 

 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 −
𝑢𝑖

𝜏0
⋅ 𝛥𝑡;  

Полагаем i = 1, тогда: 

 𝑢1 = 𝑢0 −
𝑢0

𝜏0
⋅ 𝛥𝑡 = 𝑢0 (1 −

𝛥𝑡

𝜏0
)  

 𝑢2 = 𝑢1 −
𝑢1

𝜏0
⋅ 𝛥𝑡 = 𝑢1 (1 −

𝛥𝑡

𝜏0
) = 𝑢0 (1 −

𝛥𝑡

𝜏0
)
2
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 𝑢3 = 𝑢0 (1 −
𝛥𝑡

𝜏0
)
3
  

 …………………………  

 𝑢𝑖+1 = 𝑢0 (1 −
𝛥𝑡

𝜏0
)
𝑖+1

  

Из формулы для максимального шага по времени в нашем 

примере 

 
𝜕𝑓

𝜕𝑢
= −

1

𝜏0
;  

и тогда максимальный шаг по времени 

 𝛥𝑡 ≤
2

|
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|
; 𝛥𝑡 ≤ 2𝜏0.  

Из рис. 3.1 видно, что при 𝛥𝑡 = 0,1𝜏0 пунктирная линия по 

схеме Эйлера по сущетву совпадает с истинным решением. Од-

нако, при шаге 𝛥𝑡 = 2𝜏0,  𝛥𝑡 = 5𝜏0 имеет место существенное рас-

хождение. 

Запишем теперь неявную схему Эйлера: 

 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+1) ⋅ 𝛥𝑡.  

Проанализируем эту схему, как и выше, введя погрешность 

ξi+1, ξi на шагах (i + 1) и i. В итоге получим: 

 𝜉𝑖+1 =
𝜉𝑖

(1−𝛥𝑡
𝜕𝑓

𝜕𝑢
)
  

Из соотношения видно, что при 
𝜕𝑓

𝜕𝑢
< 0, множитель 

1

(1−
𝜕𝑡

𝜕𝑢
⋅𝛥𝑡)

 

будет всегда меньше единицы, т. к. Δt > 0, в то время как в явной 

схеме мы имели ограничение на шаг по времени Δt. 
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Таким образом, при 
𝜕𝑓

𝜕𝑢
< 0 неявная схема будет абсолютно 

устойчива при любом шаге Δt. Это существенное преимущество 

неявных схем. 

Недостаток в том, что при нелинейной функции f определе-

ние ui+1 может привести к сложному алгебраическому уравнению. 

Чтобы этого избежать, можно применить модификацию схемы Эй-

лера. 

Схема Эйлера с пересчетом (одношаговая) имеет вид 

 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 +
𝛥𝑡

2
[𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+1)].  

То есть правую часть мы представляем не как 𝛥𝑡 ⋅ 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖), а 

как среднеарифметическое между 𝛥𝑡 ⋅ 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖) и 𝛥𝑡 ⋅ 𝑓(𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+1). 

Полученная схема является неявной, т. к. неизвестное значение ui+1 

входит и в правую, и в левую часть соотношения. 

Для вычисления ui+1 можно применить итерационную проце-

дуру. Считая ui начальным приближением, вычислим ũ𝑖+1 по явной 

схеме Эйлера 

 ũ𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖)𝛥𝑡.  

Это значение и подставим в схему с пересчетом 

 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + 𝛥𝑡[𝑓(𝑢𝑖 , 𝑡𝑖) + 𝑓(ũ𝑖+1, 𝑡𝑖+1)]  

Затем можно полученное ui+1 опять подставить в правую 

часть и получить уточненное значение ui+1. Итерацию можно про-

вести 2-3 раза, а затем перейти к определению ui+2 и т. д. 
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1.4. Метод Рунге – Кутты (одношаговый метод) 

 

Метод получил широкое распространение благодаря высокой 

точности (низкой погрешности) ≈ O(Δt4). Имеет IV порядок точно-

сти. 

Имеем ОДУ: 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑢, 𝑡);  

начальное условие u(t = t0) = u0, u0 – заданная величина. 

Решение на некотором (i + 1) шаге записывается в виде 

 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 +
𝛥𝑡

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4),  

где 𝑘1 = 𝑓(𝑢
𝑖 , 𝑡𝑖);  

 𝑘2 = 𝑓(𝑢𝑖 + 𝛥𝑡 ⋅ 0,5 ⋅ 𝑘1, 𝑡
𝑖+0,5);  

 𝑘3 = 𝑓(𝑢𝑖 + 0,5 ⋅ 𝛥𝑡 ⋅ 𝑘2, 𝑡
𝑖+0,5);  

 𝑘4 = 𝑓(𝑢𝑖 + 𝛥𝑡 ⋅ 𝑘3, 𝑡
𝑖+1).  

Здесь 𝑡𝑖+0,5 = 𝑡𝑖 + 0,5 ⋅ 𝛥𝑡. 

Эта конечно-разностная схема – явная. Имеет IV порядок 

точности. Это означает, что если мы используем, например, 

схему Эйлера, имеющую первый порядок точности, то, чтобы 

добиться такой же точности, как в схеме Рунге – Кутты, нужно 

взять для схемы Эйлера шаг Δt в тысячу раз меньше. 

Оценим погрешность схемы Эйлера. Пусть ui+1 – точное зна-

чение искомой функции в узле ti+1. Разложим его в ряд Тейлора по 

времени 



21 

 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 +
𝑑𝑢

𝑑𝑡
⋅ 𝛥𝑡 +

1

2

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
𝛥𝑡2 + 0(𝛥𝑡3)  

 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
𝑢𝑖+1−𝑢𝑖

𝛥𝑡
+

𝑑2𝑢

2𝑑𝑡2
𝛥𝑡 + 0(𝛥𝑡2)  

То есть погрешность на каждом шаге пропорциональна 0(Δt2) 

– имеет второй порядок. После n шагов погрешность составит: 𝑛 ⋅

0(𝛥𝑡2), но так как 𝛥𝑡 =
𝑡

𝑛
, окончательное выражение для погреш-

ности будет 

 𝑅 ≈ 𝑛 ⋅ 0(𝛥𝑡2) =
𝑡

𝛥𝑡
0(𝛥𝑡2) = 0(𝛥𝑡).  

То есть по схеме Эйлера имеем первый порядок точности. 

Отметим, что схема Эйлера с пересчетом имеет второй поря-

док погрешности (точности) 

 𝑅 ≈ 0(𝛥𝑡2).  

 

1.5. Метод Адамса 

(многошаговый метод решения ОДУ IV порядка точности) 

 

Запишем ОДУ: 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑢).  

Пусть в четырех узлах: xi-3, xi-2, xi-1, xi известны соответ-

ственно значения ui-3, ui-2, ui-1, ui; по ним можно найти: 

 fi-3(xi-3, ui-3), fi-2(xi-2, ui-2), fi-1(xi-1, ui-1), fi(xi, ui)  

и конечные разности: 

 Δfi = fi – fi-1  
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 Δ2fi = fi – 2fi-1 + fi-2  

 Δ3fi = fi – 3fi-1 + 3fi-2 – fi-3  

Тогда разностную расчетную схему по методу Адамса можно 

записать в виде 

 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + ℎ𝑓𝑖 +
ℎ2

2
𝛥𝑓𝑖 +

5

12
ℎ3𝛥2𝑓𝑖 +

3

8
ℎ4∆3𝑓𝑖 ,   

где  ℎ = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1  

Метод Адамса более экономичен, чем метод Рунге – Кутты 

той же точности, т. к. требует вычисления лишь одного значения 

правой части на каждом шаге (в методе Рунге – Кутты – четырех). 

Недостаток. Расчет может быть начат, если известны в узлах 

x0, x1, x2, x3 значения u0, u1, u2, u3, только после этого можно найти 

u4, u5 и т. д. Эти первые значения можно найти методом Рунге – 

Кутты. Кроме того, нельзя менять шаг h в ходе алгоритма. 

 

1.6. Решение краевой задачи ОДУ  

методом конечных разностей МКР 

 

Пусть имеем дифференциальное уравнение 2-го порядка, раз-

решенное относительно второй производной 

 𝑢′′ = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑢′), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  

с граничными условиями, заданными более чем в одной точке (в 

данном случае в точках x = a, x = b) 

 𝛼1𝑢(𝑎) + 𝛽1𝑢′(𝑎) = 𝐴  

 𝛼2𝑢(𝑏) + 𝛽2𝑢′(𝑏) = 𝐵,  

где α1, α2, β1, β2, A, B – заданы. 
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В этих граничных условиях участвуют и производные пер-

вого порядка. В соответствии с МКР переходим к дискретным зна-

чениям x1, x2, …, xi, …, xn, u1, u2, …, ui, …, un. Заменим производ-

ные в уравнениях и граничных условиях их конечно-разностными 

аппроксимациями 

 𝑢′(𝑥𝑖) ≈
𝑢𝑖+1−𝑢𝑖−1

2ℎ
; 𝑢′′(𝑥𝑖) ≈

𝑢𝑖+1−2𝑢𝑖+𝑢𝑖−1

ℎ2
.  

В итоге получим 

 
𝑢𝑖+1−2𝑢𝑖+𝑢𝑖−1

ℎ2
= 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑢𝑖−1)  

 𝛼1𝑢0 + 𝛽1
𝑢1−𝑢0

ℎ
= 𝐴  

 𝛼2𝑢𝑛 + 𝛽2
𝑢𝑛−𝑢𝑛−1

ℎ
= 𝐵  

Таким образом, решение краевой задачи сводится к решению 

системы алгебраических уравнений (линейных или нелинейных – 

зависит от вида f). 

 

1.7. Сходимость, аппроксимация, устойчивость 

 

Эти понятия относятся не только к решениям, связанным с 

ОДУ, но и к дифференциальным уравнениям в частных производ-

ных. 

Пусть дифференциальное уравнение имеет вид 

LU = F, (1.8) 

где U и F – функции одной или нескольких переменных, причем F 

задано, U – искомая функция, L – дифференциальный оператор. 
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При переходе к дискретным значениям независимых пере-

менных и искомой функции U, соответствующая разностная схема 

примет вид 

LhUh = Fh, (1.9) 

где h – шаг дискретизации. 

Качественно условие сходимости значения сеточной функ-

ции в узле 𝑈ℎ к его истинному значению U можно записать так 

|[𝑈]ℎ − 𝑈ℎ| → 0, при ℎ → 0 (1.10) 

Показано, что решение будет сходиться, если дискретный 

оператор LhUh аппроксимирует дифференциальный оператор LU и 

если решение является устойчивым. 

Дискретный оператор (т. е. разностная схема) Lh аппроксими-

рует дифференциальный оператор L, если выполняется 

 |𝐿𝑈 − 𝐿ℎ𝑈ℎ| → 0, при ℎ → 0.  

Дискретная схема будет устойчивой, если малому изменению 

входных соответствует малое изменение решения. Математически 

это можно записать так: 

 |𝜉𝑛+1| = 𝑞|𝜉𝑛|, где 𝑞 ≤ 1.  

Это условие означает, что ошибка на некотором n шаге (ξn) не 

будет возрастать на следующем шаге (n + 1). 
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ГЛАВА 2. РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 

 

2.1. Основные уравнения математической физики 

 

Многие научные и технические задачи приводят к необходи-

мости решения так называемых уравнений математической фи-

зики Основные из них следующие: 

1) Волновое уравнение 

 
𝑑2𝑈

𝑑𝑡2
= 𝑐2(

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑦2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑧2
),  

где искомая функция u(t, x, y, z). 

Описывает поведение различных видов волн: упругих, звуко-

вых, электромагнитных и т. д. в различных средах, с – скорость 

распространения волны в данной среде. 

2) Уравнение диффузии (или теплопроводности) 

 
𝑑𝑈

𝑑𝑡
= 𝑎2(

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑦2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑧2
),  

где искомая функция u(t, x, y, z). 

Описывает процесс распространения тепла в однородном 

изотропном теле. 

3) Уравнение Пуассона 

 
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑦2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑧2
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧),  

где искомая функция u(t, x, y, z). 
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Описывает установившиеся статические (электрические, 

магнитные, тепловые) потенциалы, механические напряжения в 

конструкциях. 

Если 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, то получаем уравнение Лапласа 

 
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑦2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑧2
=  0,  

где искомая функция u(x, y, z). 

Описывает, в частности, потенциалы поля тяготения, элек-

трического поля в отсутствие масс и электрических зарядов. 

Если к каждому из этих уравнений добавить дополнительные 

граничные и начальные условия, то мы получим краевые задачи 

математической физики. 

 

2.2. Решение уравнения Лапласа 

 

Многие стационарные задачи (течение несжимаемой жидко-

сти, задачи теплопроводности и диффузии в стационарных слу-

чаях, форма нагруженной мембраны) сводятся к решению уравне-

ния Пуассона: ∆𝑈 =  −𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), если 𝑝 = 0, то получаем уравне-

ние Лапласа: ∆𝑈 = 0. 

Для простоты рассмотрим двумерное уравнение Лапласа: 

 
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
+ 

𝑑2𝑈

𝑑𝑦2
= 0.  

Пусть G – область изменения х, у – ограничена замкнутой ли-

нией L. Граничное условие на границе L зададим в виде 

𝑈(𝑥, 𝑦)|𝐿 =  𝜑(𝑥, 𝑦). 
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Задача, состоящая в решении уравнения Лапласа (или Пуас-

сона) при заданных значениях искомой функции на границе рас-

четной области, называется задачей Дирихле. 

Для простоты примем заданную область G в виде прямо-

угольника. Крестиками на рис. 2.1 указаны граничные узлы, в ко-

торых значения функции 𝑈(𝑥𝑖𝑦𝑖) заданы. Черные кружки соответ-

ствуют внутренним узлам, в которых ищутся значения искомой 

функции. 

Нанесем сетку с одинаковым шагом h по х или у. Значения U 

в узлах (х𝑖 , 𝑦𝑖) обозначим значениями сеточной функции 𝑈𝑖𝑗. То-

гда, используя конечно-разностную аппроксимацию, можно запи-

сать 

𝑈𝑖+1,𝑗−2𝑈𝑖,𝑗+𝑈𝑖−1,𝑗

ℎ2
+ 

𝑈𝑖,𝑗+1−2𝑈𝑖𝑗+𝑈𝑖,𝑗−1

ℎ2
= 0. 

 

 

Рисунок 2. Область решения в виде прямоугольника 
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Число граничных узлов = 2(I+J), число внутренних узлов = 

(I-1)(J-1), общее число узлов = (I+1)(J+1) 

Эту схему можно записать в виде 

 𝑈𝑖+1,𝑗 − 𝑈𝑖−1,𝑗 + 𝑈𝑖,𝑗+1 + 𝑈𝑖,𝑗−1 − 4𝑈𝑖𝑗 = 0; 𝑖 = 1,2… 𝐼 − 1; 

𝑗 = 1,2… 𝐽 − 1,   

а также в виде 𝑢𝑖𝑗 =
1

4
(𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1). 

Значения сеточной функции в узлах на границе задаются из 

граничного условия: 

 𝑈0𝑗 =  𝜑(𝑥0,  𝑦𝑗); 𝑈𝐼,𝑗 =  𝜑(𝑥𝐼 ,  𝑦𝑗); (𝑗 = 0,1… 𝐽),  

 𝑈𝑖0 =  𝜑(𝑥𝑖 ,  𝑦0); 𝑈𝑖,𝐽 =  𝜑(𝑥𝑖 ,  𝑦𝐽); (𝑖 = 0,1… 𝐼).  

В теории разностных схем доказывается, что решение по-

строенной разностной задачи существует, а сама схема устойчива. 

Одним наиболее распространенным методом решения такой 

системы является итерационный метод. 

Как следует из записанной выше численной схемы, мы ис-

пользуем систему линейных алгебраических уравнений числом, 

равным числу внутренних (не граничных) узлов сетки. В общем 

случае каждое уравнение содержит 5 неизвестных, т. е. матрица 

коэффициентов этой системы уравнений является пятидиагональ-

ной. Такую систему можно решить методом исключения Гаусса. 

Вместе с тем можно применять так называемые итерацион-

ные методы. В этом случае из разумных допущений задается так 

называемое начальное приближение, т. е. некоторые значения 

функции во всех внутренних узлах, а затем они уточняются в ходе 

итерации. 
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2.3. Конечно-разностный метод Хокни  

решения уравнения Пуассона 

 

В двумерном случае уравнение Пуассона имеет вид 

 
𝜕2𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
+ 

𝜕2𝑢(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
= 𝜌 (𝑥, 𝑦).  (2.1) 

 

Рисунок 3. Область решения 

 

Свойство симметрии уравнения Пуассона позволяет свести 

по методу Хокни решение двумерного уравнения к раздельному 

решению одномерных задач. 
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Суть метода в том, что применяется преобразование Фурье 

по одной пространственной переменной, например, (у), в резуль-

тате, по другой пространственной переменой (например, х) оста-

ются трёхдиагональные алгебраические уравнения, которые легко 

решаются методом прогонки. 

Область прямоугольная. Переход к дискретному значению 

переменных: 

 𝑥𝑖 , 𝑖 = 0,1… 𝐼  

 𝑦𝑗 , 𝑗 = 0,1… 𝐽  

Шаг дискретизации считаем одинаковым по x и у 

 ∆𝑥 =  𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ∆𝑦 =  𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗 = ℎ, (2.2) 

примем, что во всех граничных узлах 

 𝑢𝑖,𝐽
∗ = 𝑢𝑖,0

∗ = 𝑢0,𝑗
∗ = 𝑢𝐽,𝑖

∗ = 0, (2.3) 

нулевые граничные условия дают возможность в рядах Фурье ис-

пользовать только функции sin. 

Искомые значения функции 𝑢𝑖,𝑗 во внутренних узлах. 

Тогда в конечно-разностной форме уравнение (2.1) примет 

вид 

 
𝑢𝑖+1,𝑗−2𝑢𝑖,𝑗+ 𝑢𝑖−1,𝑗

ℎ2
+ 

𝑢𝑖,𝑗+1−2𝑢𝑖,𝑗+ 𝑢𝑖,𝑗−1

ℎ2
= 𝜌𝑖,𝑗 , (2.4) 

где 𝑖 = 1,2… 𝐼 − 1, 𝑗 = 1,2… 𝐽 − 1. 

Предыдущую схему перепишем в виде 

 𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1 = ℎ
2𝜌𝑖,𝑗 , (2.5) 
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упростим 

 𝑢𝑖,𝑗 =
1

4
(𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗−1 − ℎ

2𝜌𝑖,𝑗) –  (2.6) 

это пятидиагональная система уравнений. В таком виде решение 

потребует достаточно много времени. Поэтому применим метод 

Хокни. Разложим функцию 𝑢𝑖,𝑗 в ряд Фурье по переменной у, т. е. 

по индексу j 

 𝑢𝑖,𝑗 = ∑ 𝑢𝑖 ̂(𝑘) sin (
𝜋𝑘

𝐽
)

𝐽
𝑘=1 𝑗, (2.7) 

здесь 𝑢𝑖̂(𝑘) коэффициент ряда Фурье для дискретной функции 𝑢𝑖,𝑗. 

Аналогично проведем разложение в ряд Фурье для функций 

 𝑢𝑖+1,𝑗, 𝑢𝑖−1,𝑗, 𝑢𝑖,𝑗+1, 𝑢𝑖,𝑗−1  

 𝑢𝑖+1,𝑗 = ∑ 𝑢𝑖+1 ̂(𝑘) sin (
𝜋𝑘

𝐽
)

𝐽
𝑘=1 𝑗,  

 𝑢𝑖−1,𝑗 = ∑ 𝑢𝑖−1 ̂(𝑘) sin (
𝜋𝑘

𝐽
)

𝐽
𝑘=1 𝑗,  

 𝑢𝑖,𝑗+1 = ∑ 𝑢𝑖 ̂(𝑘) sin (
𝜋𝑘

𝐽
)

𝐽
𝑘=1 (𝑗 + 1),  

 𝑢𝑖,𝑗−1 = ∑ 𝑢𝑖 ̂(𝑘) sin (
𝜋𝑘

𝐽
)

𝐽
𝑘=1 (𝑗 − 1).  

На первый взгляд, мы усложнили задачу т. к. ввели в рас-

смотрение вместо дискретного значения искомой функции их раз-

ложения в ряд Фурье, коэффициенты в которых 𝑢 ̂ – неизвестны. 

Аналогично разложим функцию 𝜌𝑖,𝑗 

 𝜌𝑖,𝑗 = ∑ 𝜌𝑖 ̂(𝑘) sin (
𝜋𝑘

𝐽
)

𝐽
𝑗=1 𝑗, (2.8) 
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т. к.  𝜌𝑖,𝑗 известна, известны и коэффициенты 𝜌𝑖(𝑘): 

 𝜌𝑖 ̂(𝑘) =
2

𝐽
∑ 𝜌𝑖,𝑗  sin (

𝜋𝑘

𝐽
)

𝐽
𝑗=1 𝑗, (2.9) 

в предыдущих разложениях 𝑢 ̂ неизвестны. Перенесём правую 

часть предыдущего уравнения влево. Кроме того, заметим, что 

везде присутствуют ряды 
J
k 1 , значит это суммирование можно 

вынести за скобку. Кроме того, в некоторых членах присутствует 

множитель sin (
𝜋𝑘

𝐽
). 

В итоге, подставив все указанные разложения в ряд Фурье в 

исходное конечно-разностное уравнение (3.4), можно получить 

∑ {[𝑢𝑖+1 ̂(𝑘) − 2𝑢𝑖 ̂(𝑘) + 𝑢𝑖−1 ̂(𝑘)] sin (
𝜋𝑘

𝐽
) 𝑗 +

𝐽
𝑘=1

[𝑢𝑖 ̂(𝑘) sin (
𝜋𝑘

𝐽
) (𝑖 + 1) − 2 𝑢𝑖 ̂(𝑘) sin (

𝜋𝑘

𝐽
) 𝑗 + 𝑢𝑖 ̂(𝑘) sin (

𝜋𝑘

𝐽
) (𝑗 −

1)]  + ℎ2𝜌𝑖 ̂(𝑘) sin (
𝜋𝑘

𝐽
) 𝑗} = 0. 

Вынесем 𝑢𝑖 ̂(𝑘) из второй квадратной скобки 

 𝑢𝑖 ̂(𝑘) [sin (
𝜋𝑘

𝐽
) (𝑗 + 1) − 2 sin (

𝜋𝑘

𝐽
) 𝑗 + sin (

𝜋𝑘

𝐽
) (𝑗 − 1)].  

Рассмотрим отдельно sin (
𝜋𝑘

𝐽
) (𝑗 + 1) + sin (

𝜋𝑘

𝐽
) (𝑗 − 1) =  

2 sin (
𝜋𝑘𝑗

𝐽
) cos (

𝜋𝑘

𝐽
). 

В итоге получим 

∑[𝑢𝑖+1 ̂(𝑘) − 𝑢𝑖 ̂(𝑘) (4 − 2 cos (
𝜋𝑘

𝐽
)) + 𝑢𝑖−1 ̂(𝑘)

𝐽

𝑘=1

+ ℎ2𝜌𝑖 ̂(𝑘)] sin (
𝜋𝑘

𝐽
) 𝑗 = 0, 

(2.10) 
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чтобы равенство (2.10) выполнялось, при любом j нужно прирав-

нять выражение в квадратных скобках к нулю. 

𝑢𝑖+1 ̂(𝑘) − 𝑢𝑖 ̂(𝑘) (4 − 2 cos (
𝜋𝑘

𝐽
)) + 𝑢𝑖−1 ̂(𝑘) = −ℎ

2𝜌𝑖 ̂(𝑘) (2.11) 

В итоге для каждого k мы получили систему трёхдиагональ-

ных уравнений. После решения всех систем трёхдиагональных 

уравнений мы получим значения 𝑢𝑖+1 ̂(𝑘) для всех i и всех k. 

То есть значение искомой функции в каждом внутреннем 

узле определится суммой ряда Фурье  

𝑢𝑖,𝑗 = ∑𝑢𝑖 ̂(𝑘)

𝐽

𝑘=1

sin (
𝜋𝑘

𝐽
) 𝑗. (2.12) 

Общее число операций в изложенном методе: 𝑁 = 𝐼𝐽 log2 𝐽. 

 

2.4. Решение волнового уравнения методом конечных 

разностей 

 

Рассмотрим одномерный случай волнового уравнения, когда 

искомая функция зависит только от одной пространственной пе-

ременной (x): 

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
, (2.13) 

𝑢(𝑥, 𝑡) – искомая функция 

Функция 𝑢(𝑥, 𝑡) – искомая функция, описывающая положе-

ние струны в момент времени t, a = T/ρ, где T – натяжение струны, 

ρ – линейная (погонная плотность), сопротивление среды не учи-

тывается, далее будем учитывать только параметр а. 

Уравнение (2.13), в частности, описывает колебания струны 

длины l закрепленной на концах рис. 4. 
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Рисунок 4. Отклонение струны от положения равновесия 

 

Необходимо задать так называемые краевые условия (началь-

ные и граничные условия). Их число равно сумме порядков произ-

водных в уравнении. Зададим начальные условия. 

Мы имеем II порядок производной по времени. Следовательно, 

должно быть два начальных условия, т. е. при t = 0. 

 

 

Рисунок 5. Область решения 



35 

𝑢(𝑡 = 0, 𝑥) = 𝜑1(𝑥), 𝜕𝑢/𝜕𝑡|𝑡=0 = 𝜑2(𝑥) (2.14) 

Физический смысл начальных условий – отклонение струны 

в начальный момент времени от положения равновесия. 

Граничные условия определялись тем, что концы струны за-

креплены. 

Граничные условия: 

u (x = 0, t) = 0; u(x = l, t) = 0, (2.15) 

то есть в любой момент времени концы струны неподвижны. 

Рассмотрим две разностные схемы решения этой задачи. 

В соответствии с методом конечных разностей (МКР) перей-

дём к дискретным значениям независимых переменных t и x (xi, t j); 

обычно индексы, относящиеся ко времени, записываются вверху (t j). 

Дискретным значениям xi t j соответствуют дискретные обо-

значения искомой функции 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑡
𝑗)  = 𝑢𝑖

𝑗
 

При этом дискретные шаги записываются как 

Δ𝑡 = 𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗 = 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1,   j = 0, 1, 2… J (2.16) 

Δ𝑥 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 = ℎ, 𝑖 = 0, 1, 2… I  

Теперь аппроксимируем дифференциальные операторы в 

уравнении (4.1) конечными разностями, т. е. в данном случае про-

изводные II порядка – в волновом уравнении. Их конечно-разност-

ная аппроксимация имеет вид 

u𝑖
𝑗+1

− 2u𝑖
𝑗
+ u𝑖

𝑗−1

∆𝑡2
= 𝑎2(

u𝑖+1
𝑗
− 2u𝑖

𝑗
+ u𝑖−1

𝑗

ℎ2
) (2.17) 

Производные слева и справа взяты в узле (i, j), где 

 𝑖 = 1,2,3… , 𝐼 − 1  

 𝑗 = 1,2,3… , 𝐽 − 1  
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Таким образом, мы перешли к системам алгебраических 

уравнений, в которых неизвестными являются значения функции 

во внутренних узлах 𝑢𝑖
𝑗
, кроме граничных узлов. 

Теперь мы должны записать в дискретной форме начальные 

и граничные условия. 

В непрерывных значениях первое начальное условие было за-

писано как 

𝑢(𝑡 = 0, 𝑥) = 𝜑1(𝑥) (2.18) 

 

Рисунок 6 

 

В дискретной форме 

u𝑖
0 = 𝜑1(𝑥𝑖) = 𝜑1𝑖 (2.19) 

Второе начальное условие в непрерывной форме 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝜑2(𝑥) (2.20) 

В дискретной форме 

u𝑖
1−u𝑖

0

Δ𝑡
= 𝜑2(𝑥𝑖) = 𝜑2𝑖, u𝑖

1 = u𝑖
0 + Δ𝑡 𝜑2𝑖 (2.21) 

 𝑖 = 0,1,2… 𝐼 
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Граничные условия в непрерывной форме: 

𝑢(𝑥 = 0, 𝑡) = 𝑢(𝑥 = 𝑙, 𝑡) = 0 (2.22) 

В дискретной форме 

u0
𝑗
= u𝐼

𝑗
= 0 (2.23) 

Итак, мы записали исходное дифференциальное уравнение и 

начальные и граничные условия в дискретной форме. 

Теперь мы можем найти явное выражение для значения се-

точной функции на (j + i) шаге по времени, исходя из предыдущей 

вычислительной схемы: 

u𝑖
𝑗+1

= 2(1 − 𝜆)u𝑖
𝑗
+ 𝜆(u𝑖+1

𝑗
+ u𝑖−1

𝑗
) − u𝑖

𝑗−1
 (2.24) 

где 𝜆 =
𝑎2𝑡2

ℎ2
. 

Из соотношения (2.19) следует: чтобы знать значение функ-

ции u  на некотором шаге (u𝑖
𝑗+1

), нужно знать эти значения на двух 

предыдущих шагах: u𝑖
𝑗
, u𝑖
𝑗−1

. 

Из начального условия (2.19) мы знаем u𝑖
0 т. е. отклонение 

струны от положения равновесия в каждой точке. Из начального 

условия (2.20) мы также знаем отклонение струны на первом 

шаге при j = 1. 

Следовательно, мы можем, используя конечно-разностное 

рекуррентное выражение, определить положение струны при 

 j + 1 = 2: 

u𝑖
2 = 2(1 − 𝜆)u𝑖

1 + 𝜆(u𝑖+1
1 + u𝑖−1

1 ) − u𝑖
0 (2.25) 

 u𝑖
3 = 2(1 − 𝜆)u𝑖

2 + 𝜆(u𝑖+1
2 + u𝑖−1

2 ) − u𝑖
1  

 i = 1,2,3…, I-1  

и так далее. 
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Указанная разностная схема имеет второй порядок погреш-

ности ≈ 𝑂(ℎ2 + Δ𝑡2) Так как схема явная, т. е. имеются ограниче-

ния на шаг по времени: 

 (Δt <
ℎ

𝑎
).  

Преимущество явной схемы: не надо решать систему алгеб-

раических уравнений. Используется простое рекуррентное соот-

ношение. 

Неявная схема. Эта схема абсолютно устойчива. То есть, 

снимаются ограничения на величину шага, но алгоритм, есте-

ственно, усложняется. 

 
u𝑖
𝑗+1

−2u𝑖
𝑗
+u𝑖

𝑗−1

Δ𝑡2
=
𝑎2

2
(
u𝑖+1
𝑗+1

−2u𝑖
𝑗+1

+u𝑖−1
𝑗+1

ℎ2
+
u𝑖+1
𝑗−1

−2u𝑖
𝑗−1

+u𝑖−1
𝑗−1

ℎ2
)   

Производная по x заменяется полусуммой аппроксимаций на 

(j + 1) и (j – 1) временных шагах (слоях). 

Отсюда, учитывая введение const 𝜆 =
𝑎2𝑡2

2ℎ2
, можно записать, 

перенеся влево значения функции на (j + 1) шаге (слое), а в правой 

части сосредоточив значения функции на шагах j, j-1: 

−𝜆u𝑖+1
𝑗+1

+ u𝑖
𝑗+1(1 + 2𝜆) − 𝜆u𝑖−1

𝑗+1

= 2u𝑖
𝑗
+ 𝜆(u𝑖+1

𝑗−1
+ u𝑖−1

𝑗−1
) − (1 + 2𝜆)u𝑖

𝑗−1
 

(2.26) 

Здесь неизвестная функция на временном шаге j + 1 в трех 

узлах: u𝑖+1
𝑗+1
,   u𝑖

𝑗+1
,   u𝑖−1

𝑗+1
. 

Нужно знать значения функции в этих узлах на двух преды-

дущих шагах (j ) и (j – 1) При этом j = 1, 2, 3…. I – 1. 

Исходя из начальных условий, нам известны 

 𝑢𝑖
0 = 𝜑1𝑖 , 𝑢

1 = 𝑢𝑖
0 + Δ𝑡𝜑2𝑖, (i + 1 = 2).  
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Следовательно, для значений функции на 2-м шаге по времени 

получим 

−𝜆u𝑖+1
2 + u𝑖

2(1 + 2𝜆) − 𝜆u𝑖−1
2

= 2u𝑖
1 + 𝜆(u𝑖+1

0 + u𝑖−1
0 ) − (1 + 2𝜆)u𝑖

0 
(2.27) 

Т. к. i меняется: i = 1, 2, 3,…, I – 1 на каждом шаге по времени, 

приходится решать трёхдиагональную систему уравнений. Она ре-

шается методом прогонки. Нет ограничения шага по времени – это 

преимущество. Эта разностная схема устойчива. Погрешность 

схемы пропорциональна сумме квадратов шага по времени и шага 

по переменной x: ≈ О (Δt2+Δх2). 

 

2.5. Решение уравнения теплопроводности  

методом конечных разностей  

 

Запишем его для случая двух пространственных переменных 

(х, y). 

𝜕𝑢(𝑥, y, 𝑡)

𝜕t
= 𝑎2(

𝜕2𝑢(𝑥, y, 𝑡)

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
) = 0 (2.28) 

Положим а = 1. 

Искомая функция u = u(x, y, t) – имеет смысл температуры. 

Рассмотрим случай, когда область, для которой решается 

уравнение теплопроводности, представляет собой бесконечно тон-

кую квадратную пластину: 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, со сторонами 

равной 1. Тогда нашу систему координат можно представить так 

(см. рис. 7). 
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Рисунок 7. Область решения 

 

Мы должны задать начальные и граничные условия. Началь-

ные условия в данном случае – это заданная температура в каждой 

точке пластины. 

 𝑢(𝑡 = 0, 𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥, 𝑦).  

Граничные условия по физическому смыслу – это распреде-

лённая температура, которая поддерживается в любой момент вре-

мени на краях пластины. Математически это выглядит так:  

на нижней стороне пластины: 

𝑢( 𝑥, 𝑦 = 0) = 𝑓1(𝑥) – на нижней стороне пластины: 

𝑢( 𝑥, 𝑦 = 1) = 𝑓2(𝑥) – на верхней стороне пластины: 

𝑢( 𝑥 = 0, 𝑦) = 𝑓3(𝑦) – на левой стороне пластины: 

𝑢( 𝑥 = 1, 𝑦) = 𝑓4(𝑦) – на правой стороне пластины: 

Таким образом, мы сформулировали в полном виде задачу: 

 – записали дифференциальное уравнение в частных производных; 

 – записали начальные и граничные условия. 
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Теперь в соответствии с методом конечных разностей (МКР) 

перейдём к дискретным значениям независимых переменных. При 

этом дискретный шаг по переменным x, y примем одинаковым и 

равным h: 

 Δ𝑥 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = 𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗 = Δ𝑦 = ℎ  

 Δt =  t𝑘+1 − t𝑘 ;i = 0,1,2…I  

 j = 0,1,2…J  

 k = 0,1,2…K  

Дискретное значение функции запишем в виде u𝑖,𝑗
𝑘 , т. е. это 

значение в к-й момент времени в некотором узле i, j. Теперь диф-

ференциальное уравнение (5.1) запишем в дискретном виде: 

 
u𝑖,𝑗
𝑘+1−u𝑖,𝑗

𝑘

Δ𝑡
= (

u𝑖+1,𝑗
𝑘 −2u𝑖,𝑗

𝑘 +u𝑖−1,𝑗
𝑘

ℎ2
+
u𝑖,𝑗+1
𝑘 −2u𝑖,𝑗

𝑘 +u𝑖,𝑗−1
𝑘

ℎ2
) 𝑎2.  

Введём постоянную λ = Δt/h2; В левой части уравнения оста-

вим дискретные значения искомой функции в момент времени 

t𝑘+1, в правой части сосредоточим значения дискретной функции 

в момент времени t𝑘 . 

 u𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜆(u𝑖+1,𝑗

𝑘 + u𝑖−1,𝑗
𝑘 + u𝑖,𝑗+1

𝑘 + u𝑖,𝑗−1
𝑘 ) + u𝑖,𝑗

𝑘 (1 − 4𝜆)  

Это явная вычислительная схема. По сути, это не система 

уравнений, а рекуррентное соотношение. Оно позволяет опреде-

лить в каждом внутреннем узле значение искомой функции в мо-

мент времени t𝑘+1 по известным значениям функции в предыду-

щий момент времени K. 

Запишем в дискретном виде начальные и граничные условия: 
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Начальное условие: 𝑢0(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 ) = 𝑢𝑖,𝑗
0 =  𝜑(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝜑𝑖,𝑗 

Граничные условия на нижней стороне: 𝑢𝑘(𝑥𝑖 , 𝑦0 ) = 𝑢𝑖,0
𝑘 =

𝑓1(𝑥𝑖) = 𝑓1𝑖,0 

Граничные условия на верхней стороне: 𝑢𝑘(𝑥𝑖 , 𝑦𝐽 ) = 𝑢𝑖,𝐽
𝑘 =

𝑓2(𝑥𝑖) = 𝑓2𝑖,𝐽 

Граничные условия на левой стороне: 𝑢𝑘(𝑥0 , 𝑦𝑗 ) = 𝑢0,𝑗
𝑘 =

𝑓3(𝑦𝑗) = 𝑓30,𝑗 

Граничные условия на правой стороне: 𝑢𝑘(𝑥𝐼 , 𝑦𝑗 ) = 𝑢𝐼,𝑗
𝑘 = 𝑓4𝐼,𝑗 

Итак, зная из начальных условий значения функций 𝑢𝑖,𝑗
𝑘 = 𝜑𝑖,𝑗 

в момент времени k = 0; 𝑡0 , мы можем из предыдущего соотношения 

(вычислительная схема), пробегая по соответствующим значениям i 

и ,j, определить значения 𝑢𝑖,𝑗
1 , на первом шаге по времени (k = 1) во 

всех внутренних узлах: 

 u𝑖,𝑗
1 = 𝜆(u𝑖+1,𝑗

0 + u𝑖−1,𝑗
0 + u𝑖,𝑗+1

0 + u𝑖,𝑗−1
0 ) + u𝑖,𝑗

0 (1 − 4𝜆)  

 ↓               ↓               ↓               ↓                ↓  

 u𝑖,𝑗
1 = 𝜆(𝜑𝑖+1,𝑗 + 𝜑𝑖−1,𝑗 + 𝜑𝑖,𝑗+1 + 𝜑𝑖,𝑗−1) + 𝜑𝑖,𝑗(1 − 4𝜆),  

Когда i,j будут соответствовать граничным узлам, нужно бу-

дет подставлять дискретные значения функции f, из граничных 

условий. 

Далее находим значения на втором шаге: k +1 = 2 и т. д. 

Погрешность ≈ 𝑂(ℎ2+, Δ𝑡), Δ𝑡 ≤
ℎ2

4𝑎
, т. е. имеется ограниче-

ние на шаг по времени. 
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2.6. Неявная абсолютно устойчивая схема 

для уравнения теплопроводности 

 

 
u𝑖,𝑗
𝑘+1−u𝑖,𝑗

𝑘

Δ𝑡
= a(

u𝑖+1,𝑗
𝑘+1 −2u𝑖,𝑗

𝑘+1+u𝑖−1,𝑗
𝑘+1

ℎ2
+
u𝑖,𝑗+1
𝑘+1 −2u𝑖,𝑗

𝑘+1+u𝑖,𝑗−1
𝑘+1

ℎ2
) = 0  

где a = 1. Введём: λ = Δt/h2, тогда можно переписать это соотноше-

ние, перенеся влево все члены с индексом (k+1). 

 u𝑖,𝑗
𝑘 (1 + 4𝜆) + u𝑖,𝑗

𝑘 = −𝜆(u𝑖+1,𝑗
𝑘+1 + u𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + u𝑖,𝑗+1
𝑘+1 + u𝑖,𝑗−1

𝑘+1 )  

где i = 1,2… I – 1 j = 1,2… J – 1 

Начальные и граничные условия остаются те же. Это пяти-

диагональная система уравнений, общее число уравнений равно 

числу внутренних узлов, оно равно (I – 1) (J – 1). Решение пяти-

диагональной системы уравнений может занять значительное 

время. Поэтому в данном случае применяют следующую эконо-

мичную абсолютно устойчивую неявную схему по методу расщеп-

ления (методу дробных шагов). Эта схема позволяет проводить 

расчёты со сравнительно большим шагом по времени (ℎ ≈ Δt). Ос-

новой этого метода является то, что расчёт на одном шаге по вре-

мени разбивается на отдельные этапы. 

При этом общая вычислительная схема сохраняет преимуще-

ства явных схем, т. е. простой вычислительный алгоритм и пре-

имущество неявных схем – возможность счёта с большим шагом 

по времени. 

Одну из таких схем, пригодных для случая двух простран-

ственных переменных (x, y), мы рассмотрим. 

Суть схемы: 

 –  шаг Δ𝑡 делится на два полушага, которым соответствуют 

временные индексы (k+
1

2
) и (k+1): 
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 – на 1-м полушаге вторая производная, например, (
𝜕2𝑢(𝑥,y,𝑡)

𝜕𝑥2
) 

аппроксимируется неявно на слое (k+
1

2
) a другая 

𝜕2𝑢(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2
 аппрок-

симируется на слое (k+
1

2
) явно; 

 –  на 2-м полушаге, наоборот, 
𝜕2𝑢(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2
 аппроксимируется 

явно на слое (k+1), а 
𝜕2𝑢(𝑥,y,𝑡)

𝜕𝑥2
 аппроксимируется неявно. 

Запишем это: 

 
u
𝑖,𝑗

𝑘+
1
2−u𝑖,𝑗

𝑘

Δ𝑡/2
= (

u
𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 −2u

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2+u

𝑖−1,𝑗

𝑘+
1
2

ℎ2
+
u𝑖,𝑗+1
𝑘 −2u𝑖,𝑗

𝑘 +u𝑖,𝑗−1
𝑘

ℎ2
),  

 
u𝑖,𝑗
𝑘+1−u

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2

Δ𝑡/2
= (

u
𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 −2u

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2+u

𝑖−1,𝑗

𝑘+
1
2

ℎ2
+
u𝑖,𝑗+1
𝑘+1 −2u𝑖,𝑗

𝑘+1+u𝑖,𝑗−1
𝑘+1

ℎ2
),  

введём: λ = Δt/h2, и получим 

𝜆 (u
𝑖+1,𝑗

𝑘+
1

2 + u
𝑖−1,𝑗

𝑘+
1

2 ) − u
𝑖,𝑗

𝑘+
1

2(1 + 2𝜆) = u𝑖,𝑗
𝑘 (1 − 2𝜆) + 𝜆(u𝑖,𝑗+1

𝑘 +

+u𝑖,𝑗−1
𝑘 )+𝜆(u𝑖,𝑗+1

𝑘+1 + u𝑖,𝑗−1
𝑘+1 ) − u𝑖,𝑗

𝑘+1(1 + 2𝜆) = u
𝑖,𝑗

𝑘+
1

2(1 − 2𝜆) +

+𝜆(u
𝑖,𝑗+1

𝑘+
1

2 + u
𝑖,𝑗−1

𝑘+
1

2 ) 

Вначале рассматривается первая система уравнений. 

Мы видим, что это трёхдиагональная система уравнений. В 

левой части неизвестны значения функции в трёх узлах, в правой 

части значения функции на предыдущем шаге K известны. Си-

стема решается методом прогонки, т. е. быстро. 
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Как и выше, вначале полагаем K = 0; При K = 0 нам известны 

все значения функции во внутренних узлах, исходя из начальных 

условий. 

Из уравнений определяем значения функций при (K +1/2) и 

т. д. 

Определив значения искомой функции на (K +1/2), подстав-

ляем их во вторую систему уравнения, которая также решается ме-

тодом прогонки (т. е. трёхдиагональная). 

Эта схема справедлива для случая только двух простран-

ственных переменных (x, y).  
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ГЛАВА 3. ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 

РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

 

3.1. Функционал и уравнение Эйлера 

 

Известно, что состояния многих физических объектов описы-

ваются так называемыми принципами минимума. 

Например, положение равновесия механических систем 

определяется положением, соответствующему минимуму потен-

циальной энергии. 

При решении краевых задач для дифференциальных уравне-

ний, связанных с механическими системами, оказалось, что решение 

дифференциального уравнения совпадает с функцией, которая обес-

печивает минимум определённому интегралу, которым выражается 

потенциальная энергия этой механической системы. 

Описанное совпадение имеет фундаментальный характер. 

Доказано, что существуют такие пары: функционал в виде опреде-

лённого интеграла и дифференциальное уравнение, которые 

имеют общее решение. Иными словами, функция, которая обеспе-

чивает минимум определенного интеграла, одновременно явля-

ется и решением соответствующего дифференциального уравне-

ния. Это дифференциальное уравнение называется уравнением 

Эйлера – Лагранжа. 

Также такие пары существуют в области обыкновенных диф-

ференциальных уравнений и уравнениях частных производных. 

Чем же отличается функция от функционала? Функция – пра-

вило, которое ставит в соответствие одному числу некоторое другое 

число, пример: 

𝑦 =  𝑥2 ставит в соответствие 1→1, 2→4, 3→9, 0,5→0,25. 
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Функционал: правило, которое ставит в соответствие опреде-

ленной функции некоторое число. Пусть u = u(x) – некоторая за-

данная функция, к примеру 

 𝑢(𝑥) =  𝑥2  

зададим определенный интеграл 

 𝐼 = ∫ 𝑢 ∗ 𝑢𝑥
′2

0
𝑑𝑥, где 𝑢𝑥

′ =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
;  

Это будет функционал, численное значение которого зависит 

от вида функции 𝑢 = 𝑢(𝑥): 𝑢(𝑥) =  𝑥2 → 𝑢′ = 2𝑥, подставим 𝑢(𝑥) 

и 𝑢′(𝑥) в функционал 

 𝐼 = ∫ 𝑥2 ∗ 2𝑥
2

0
𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥3𝑑𝑥

2

0
=

           2

|𝐹(𝑥)

     0       

=

         2

|2
𝑥4

4

    0      

=
24

2
− 0 = 8.  

Теперь рассмотрим пример: 𝑢(𝑥) =  𝑥3, 𝑢′(𝑥) =  3𝑥2, тогда 

функционал примет значение 

 𝐼 = ∫ 3𝑥3 ∗ 𝑥2
2

0
𝑑𝑥 = ∫ 3𝑥5

2

0
𝑑𝑥 =  

            2

|3 ∗
𝑥6

6

       0      

= 32.  

Т. е., как видно из примеров, числовое значение функционала 

зависит от вида функции. Следует подчеркнуть, что, как правило, 

функционал в виде определённого интеграла и дифференциальное 

уравнение отражают в разной форме свойства одного и того же фи-

зического объекта или явления. 
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Основной вывод для нас следующий: существуют сопряжен-

ные пары – функционал в виде определенного интеграла и соот-

ветствующее ему дифференциальное уравнение. Их сопряжен-

ность заключается в том, что функция, при подстановке, обеспе-

чивающая минимальное численное значение определённого инте-

грала одновременно является решением дифференциального урав-

нения. 

Следовательно, решение дифференциального уравнения 

можно заменить нахождением функции, дающей минимум инте-

гралу. 

Подобный вывод впервые сделал Л. Эйлер. 

Применим подобный подход при решении уравнения Пуас-

сона. 

Рассмотрим функционал в виде следующего интеграла: 

𝐼 = ∬[(𝑢′𝑥)
2 + (𝑢′𝑦)

2
+ 2𝑓(𝑥, 𝑦)𝑢]

𝑆

𝑑𝑥𝑑𝑦 (3.1) 

где (𝑢′𝑥)
2 = (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)2, (𝑢′𝑦)

2
= (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)2. 

Эйлер вывел следующую формулу, которая определяет диф-

ференциальное уравнение, решение которого одновременно обес-

печивает при подстановке в определённый интеграл его мини-

мальное значение. Обозначим функцией F подынтегральное выра-

жение в (1.1). Уравнение Эйлера имеет вид 

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝐹

𝜕𝑢′𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝐹

𝜕𝑢′𝑦
) −

𝜕𝐹

𝜕𝑢
= 0 (3.2) 

так как 
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑥
′ = 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
; 
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑦
′ = 2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
; 
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑥
′) = 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
; 
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑦
′ ) = 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

 
𝜕𝐹

𝜕𝑢
= 2𝑓(𝑥, 𝑦)  
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Подставив эти выражения в формулу Эйлера, получим 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦).  

Это уравнение Пуассона. Вместо того чтобы решать уравне-

ние Пуассона, будем искать функцию, дающую минимум опреде-

ленному интеграла (1.1). 

 

3.2. Метод Ритца 

 

Было показано следующее: чтобы решить уравнение Пуас-

сона нужно искать функцию, дающую минимум определенному 

интегралу. 

𝐼 = ∬[(𝑢′𝑥)
2 + (𝑢′𝑦)

2
+ 2𝑓(𝑥, 𝑦)𝑢]

𝑆

𝑑𝑥𝑑𝑦 (3.3) 

Суть метода Ритца заключается в следующем: строится 

проект решения в виде суммы членов, каждый из которых пред-

ставляет произведение постоянного коэффициента (значение 

которого в начале неизвестно) на заданную функцию, удовле-

творяющую нулевым граничным условиям: 

𝑢̃ =∑𝐴𝑖𝜑𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝐴0𝜑0(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑖=0

+ 𝐴1𝜑1(𝑥, 𝑦) + 

+𝐴2𝜑2(𝑥, 𝑦) + ⋯+𝐴𝑛𝜑𝑛(𝑥, 𝑦), 

(3.4) 

где 𝜑0 = 𝜔(𝑥, 𝑦); 𝜑1 = 𝜔(𝑥, 𝑦)𝑥; 𝜑2 = 𝜔(𝑥, 𝑦)𝑦; 𝜑3 =

𝜔(𝑥, 𝑦)𝑥𝑦,… , 𝜑𝑛(𝑥, 𝑦)𝑥
𝑛. 

Во все члены входит функция 𝜔(𝑥, 𝑦), поскольку 𝑢̃ должна 

удовлетворять нулевым граничным условиям, то выбирают 
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𝜔(𝑥, 𝑦) таким образом, чтобы 𝜔(𝑥, 𝑦) удовлетворяло нулю на гра-

нице области, в которой ищется решение дифференциального 

уравнения. 

Для этого за 𝜔(𝑥, 𝑦) принимают границы области, например, 

если границы области – окружность радиуса R на рис. 8.  

Если область – круг, то 𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 – 𝑅2. 

 
 

Рисунок 8. Область круг 

 

Если область – прямоугольник, то 𝜔(𝑥, 𝑦) = (𝑎2 − 𝑥2)(𝑏2 −

𝑦2)  (рис. 9). 

 

Рисунок 9. Область прямоугольник (Начало координат в центре области) 
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Учитывая, что в выражении (3.4) функции 𝜑𝑖(𝑥, 𝑦) мы сами 

задали, можно легко найти 𝑢̃𝑥
′ , 𝑢̃𝑦

′ . Подставим выражение (3.4) в 

интеграл (3.2): 

𝐼 = ∬[(∑𝐴𝑖𝜑𝑖
′

𝑛

𝑖=0

)

2

+ (∑𝐴𝑖𝜑𝑖
′

𝑛

𝑖=0

)

2

− 2𝑓(𝑥, 𝑦)∑𝐴𝑖𝜑𝑖

𝑛

𝑖=0

]

𝑑

𝑑𝑥𝑑𝑦, (3.5) 

После интегрирования переменные x и y исчезают, вместо 

интеграла получаем некоторую линейную функцию от неизвест-

ных постоянных коэффициентов 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛 

𝐼 = 𝐼(𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛) (3.6) 

Получив эту функцию, мы можем найти такие значения 

𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛, которые обеспечивают минимальное значение 

интеграла (3.5). 

Для этого, как известно, нужно приравнять нулю производ-

ные 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛. В итоге получим следующую систему урав-

нений 

𝜕𝐼

𝜕𝐴0
= 0;

𝜕𝐼

𝜕𝐴1
= 0;

𝜕𝐼

𝜕𝐴2
= 0;…

𝜕𝐼

𝜕𝐴𝑛
= 0. (3.7) 

Система уравнений (3.6) является линейной, из неё можно 

найти неизвестные значения 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛, которые под-

ставляют в проект решения (3.4) 

 

3.3. Пример решения уравнения Пуассона методом Ритца 

 

Пусть дано двумерное уравнение Пуассона: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦) (3.8) 

Для простоты рассматриваемого решения положим 

 𝑓(𝑥, 𝑦) = −2. Пусть граница области решения представляет собой 

прямоугольник со сторонами 2a и 2b (рис. 9). 



52 

С точки зрения физики уравнение (3.8) описывает кручение 

призматического стержня: прямоугольник – сечение стержня. Гра-

ничные условия: 𝑢|г = 0 

В соответствии с методом Ритца решение будем искать в 

виде: 

𝑢̃ = ∑𝐴𝑖𝜑𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝐴0𝜔(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑖=0

+ 𝐴1𝜔(𝑥, 𝑦)𝑥 + 𝐴2𝜔(𝑥, 𝑦)𝑦 +⋯ (3.9) 

Ограничимся для простоты только первым членом ряда (3.9) 

𝑢̃ = 𝐴0𝜔(𝑥, 𝑦), (3.10) 

В соответствии с методом выберем в качестве 𝜔(𝑥, 𝑦) урав-

нение границ прямоугольника: 𝜔(𝑥, 𝑦) = (𝑎2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2), то-

гда проект-решения примет вид: 

𝑢̃ = 𝐴0(𝑎
2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2), (3.11) 

 

где A0 неизвестный коэффициент, в данном случае функционал 

примет вид: 

𝐼 = ∫ ∫ [(𝑢′𝑥)
2 + (𝑢′𝑦)

2
+ 2𝑓(𝑥, 𝑦)𝑢]

𝑏

−𝑏

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑎

−𝑎

, (3.12) 

где 𝑢′𝑥 = [(𝑎
2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2)𝐴0 ]′ = −2𝑥(𝑏

2 − 𝑦2)𝐴0 

 𝑢′𝑦 = [(𝑎
2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2)𝐴0 ]′ = −2𝑦(𝑏

2 − 𝑦2)𝐴0  

подставив данные выражения в функционал I, получим, зная f(x,y): 

𝐼 = ∫ ∫ [(−2𝑥(𝑏2 − 𝑦2)𝐴0)
2 + (−2𝑦(𝑏2 − 𝑦2)𝐴0)

2
𝑏

−𝑏

𝑎

−𝑎

− 4(𝑎2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2)] 𝑑𝑥𝑑𝑦, 

(3.13) 

В итоге интеграл I можно представить в виде суммы интегра-

лов 

𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3, (3.14) 
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Запишем эти интегралы и возьмём их: 

 𝐼1 = ∫ ∫ [4𝑥2(𝑏2 − 𝑦2)𝐴0
2
]

𝑏

−𝑏
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

128

45

𝑎

−𝑎
𝑎3𝑏5𝐴0

2  

 𝐼2 = ∫ ∫ −[4𝑦2(𝑏2 − 𝑦2)𝐴0
2
]

𝑏

−𝑏
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

128

45

𝑎

−𝑎
𝑎3𝑏5𝐴0

2  

 𝐼3 = ∫ ∫ −[4(𝑎2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2)]
𝑏

−𝑏
𝑑𝑥𝑑𝑦 = – 
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9

𝑎

−𝑎
𝑎3𝑏3𝐴0  

𝐼 = 𝐴0
2
128

45
 𝑎3𝑏3(𝑎2 + 𝑏2) −

64

9
𝑎3𝑏3𝐴0   

Сложим результаты и, чтобы найти A0, в соответствии с ме-

тодом, найдём производную по A0 и приравняем её нулю 

 
𝜕 𝐼

𝜕𝐴0
= 0 →

𝜕 𝐼

𝜕𝐴0
=
128

45
𝐴0𝑎

3𝑏3(𝑎2 + 𝑏2) −
32

9
𝑎3𝑏3 = 0  

 𝐴0 =
64

9
∗

𝑎3𝑏3∗45

256∗𝑎3𝑏3(𝑎2+𝑏2)
=
5

4
(

1

𝑎2+𝑏2
)  

тогда итоговое решение примет вид 

 𝑢̃(𝑥, 𝑦) =  
5

4(𝑎2+𝑏2)
 (𝑎2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2)  

3.4. Решение дифференциальных уравнений 

методом Бубнова – Галёркина 

 

Ранее мы рассмотрели вариационный принцип Ритца. Од-

нако он очень ограничен по своей сфере применения; здесь мы рас-

смотрим похожий метод – метод Бубнова – Галёркина, но с более 

широким спектром применения, пригодным для решения уравне-
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ний эллиптического типа (уравнения Лапласа, Пуассона) гипербо-

лического типа (волновое), параболического типа (уравнение теп-

лопроводности). 

Кроме того, в данном методе не нужно привлекать функцио-

нал и использовать функцию, дающую минимум функционалу. 

Пусть имеем некоторое дифференциальное уравнение 

𝐿𝑈 = 0 (3.15) 

где 𝐿 – дифференциальный оператор, принимающий разную 

форму; например, для уравнения Пуассона: 

 𝐿 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
 –  𝑓(𝑥, 𝑦).  

Пусть уравнение (4.1) решается для некоторой области D с 

границей Г. Пусть задано граничное условие 

 𝑈| г = 0 .  

Значение функции U на границе D области равно 0. 

Далее, как в методе Ритца, решение ищем в виде ряда 

  𝑈 = ∑ 𝐴𝑖𝜑𝑖(𝑥, 𝑦)
𝑛
𝑖=0 ,   

где 𝜑𝑖(𝑥, 𝑦) – функции заданные, 𝐴𝑖  – неизвестные коэффициенты. 

Далее делается предположение, что 𝑈 даёт точное решение диф-

ференциального уравнения. Это означает, что 

 𝐿[𝑈̃] ≡ 0.  

т. е. имеется тождественное равенство 0, следовательно выраже-

ние 𝐿[𝑈̃] должно быть ортогонально ко всем функциям 𝜑𝑖(𝑥, 𝑦). 

Учитывая всё вышесказанное, можно перейти к системе 

уравнений 
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∬𝐿 [∑𝐴𝑖𝜑𝑖(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑖=0

]

𝐷

𝜑𝑖(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0, 

или запишем по-другому: 

∬𝐿 [∑𝐴𝑖𝜑𝑖(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑖=0

]

𝐷

𝜑0(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0, 

∬𝐿 [∑𝐴𝑖𝜑𝑖(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑖=0

]

𝐷

𝜑1(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0, 

∬𝐿 [∑𝐴𝑖𝜑𝑖(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑖=0

]

𝐷

𝜑2(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0, 

…………………………………………………….. 

∬𝐿 [∑𝐴𝑖𝜑𝑖(𝑥, 𝑦)

𝑛

𝑖=0

]

𝐷

𝜑𝑛(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0. 

После интегрирования переменные x, y исчезнут, останутся 

линейные алгебраические уравнения относительно 

𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑛.  
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3.5. Пример решения уравнения Пуассона 

методом Бубнова – Галёркина 

 

Пусть дано двумерное уравнение Пуассона, которое реша-

лось ранее методом Ритца 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦) (3.16) 

В случае (3.16) дифференциальный оператор выглядит так: 

𝐿[𝑈] =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+ 

𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
− 𝑓(𝑥, 𝑦). 

Граница области решения представляет собой прямоуголь-

ник со сторонами 2a и 2b, а функция f(x,y) = -2 (см. рис. 9): 

Составим проект решения 

 .,
~

0





n

i
ii yxAU  (3.17) 

Ограничимся первым членом ряда (3.17): 

   



n

i
ii yxAyxAU

0
0 .,,

~
 (3.18) 

Воспользуемся граничным условием  

𝑈| г = 0 

тогда: 𝜔(𝑥, 𝑦) = (𝑎2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2). 

Отсюда: 

 𝑈 = 𝐴0(𝑎
2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2).  

Отсюда: 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= −2(𝑏2 − 𝑦2)𝐴0,  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −2(𝑎2 − 𝑥2)𝐴0. 

Далее в соответствии с методом можно записать 

 ∫ ∫ 𝐿[𝑈]𝜑0(𝑥, 𝑦)
𝑏

−𝑏
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

−𝑎
=  
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 =∫ ∫ [−2(𝑏2 − 𝑦2)𝐴0 − 2(𝑎
2 − 𝑥2)𝐴0 + 2]

𝑏

−𝑏

𝑎

−𝑎
×  

 ×(𝑎2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  0  

Интегрируя по переменным x, y, получим 

 
128

45
∗ 𝑎3𝑏3(𝑎2 + 𝑏2)𝐴0 −

32

9
𝑎3𝑏3 = 0,  

тогда A0 

 𝐴0 =
5

4(𝑎2+𝑏2)
, 𝑈(𝑥, 𝑦) ==  

5

4(𝑎2+𝑏2)
 (𝑎2 − 𝑥2)(𝑏2 − 𝑦2)  
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ГЛАВА 4. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

4.1. Этапы применения метода конечных элементов 

 

Метод конечных элементов (МКЭ) является численным ме-

тодом решения дифференциальных уравнений, встречающихся в 

физике и технике. Возникновение этого метода связано с реше-

нием задач космических исследований. Первое формальное из-

ложение метода конечных элементов дано в 1956 г. М. Тэрнером, 

Р. Клафом, Х. Мартином и Л. Топпом. При исследовании задачи 

о плоском напряженном состоянии они использовали для описа-

ния свойств треугольного конечного элемента уравнения класси-

ческой теории упругости. Эта работа способствовала появлению 

других работ; был опубликован ряд статей с применениями ме-

тода конечных элементов к задачам строительной механики и 

механики сплошных сред. Сам термин «конечные элементы» 

был введен в 1960 г. Р. Клафом. 

Основные преимущества: 

 применим для областей произвольной формы; 

 в результате решения получаются соотношения описываю-

щие значения не только в узлах сетки, но и в любой точке между 

узлами. 

Рассмотрим этапы применения метода. 

Первый этап 

Пусть подготовлена краевая задача. 

Задано в общем виде дифференциальное уравнение: 

 𝐿[𝑈] = 0,  
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здесь L – дифференциальный оператор, символизирующий диффе-

ренциальное уравнение в частных производных (например, волно-

вое уравнение, теплопроводности, Лапласа, Пуассона и т. д.). 

Пусть задана область, начальные и граничные условия. 

1 этап подразумевает разбиение заданной области на отдель-

ные конечные элементы. В случае плоской области это могут быть 

треугольники. В случае объемных областей это могут быть пира-

миды, параллелепипеды, кубы и др. Отметим, что конечные эле-

менты могут иметь криволинейные границы и необязательно 

должны быть одинаковыми. 

Разбиения на конечные элементы их вершины (узлы) нуме-

руются. При нумерации узлов предназначен алгоритм, обеспечи-

вающий минимальную разность между номерами узлов, в каж-

дом отдельном конечном элементе. 

Такая необходимость связана со следующим обстоятель-

ством, на конечном этапе МКЭ решается система линейных алгеб-

раических уравнений, матрица коэффициентов такой системы при 

применении метода является сильно разряженной т. е. все коэффи-

циенты, кроме близко расположенных к диагонали равны 0 

 

(

 
 

𝑋 𝑋 0 0 0 0
⋮ 𝑋 𝑋 𝑋 0 ⋮
0 𝑋 X 𝑋 𝑋 0
0 𝑋 𝑋 𝑋 0 0
0 0 0 𝑋 𝑋 𝑋)

 
 

   

где x – отличные от нуля коэффициенты 

Чем уже ширина L ленты ненулевых элементов, тем меньше 

нужна память для их запоминания и быстрее идет счет. Оказыва-

ется, L = N + 1, где N – максимальная разность между номерами уз-

лов для отдельного элемента. 
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При наличии большого количества элементов (например, 

нескольких тысяч) задача ручного разбиения и нумерации стано-

вится весьма трудоемкой. Поэтому в последнее время стали раз-

рабатываться программы автоматического разбиения и нумера-

ции, которые, например, минимизируют ширину L. 

Рассмотрим область на рис. 10, которая разбита на криволи-

нейные треугольники. 

Как видно из рис. 10, область разбита на 18 треугольников 

(конечных элементов). Их номера указаны в скобках. Общее число 

вершин – 17. Нумерация вершин неудачна, т. к., например, в конеч-

ном элементе номер 8 максимальная разность номеров вершин 

N = 15-1 = 14, для конечного элемента номер 12 N тоже равна 14. 

 

Рисунок 10. Разбиение на конечные элементы 

 

Рассмотрим более удачный пример нумерации вершин конеч-

ных элементов, представленный на следующем рис. 11. 
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Рисунок 11 

 

Здесь максимальное N = 8 в ячейке (10), т. е. нумерация более 

удачная. 

Далее следует второй этап – определение аппроксимирую-

щей функции для каждого конечного элемента 

Под аппроксимирующей функцией в МКЭ понимают функ-

цию, которая по значениям искомой функции в узлах (вершинах) 

конечного элемента дает возможность определить значение иско-

мой функции в произвольной точке конечного элемента. Рассмот-

рим случай одномерной и двумерной функции, соответственно од-

номерной и двумерной области. 

Случай: одномерная область, то есть некоторая искомая функ-

ция φ(x) зависит только от одной переменной x. Отметим, что конеч-

ной задачей метода МКЭ является определение узловых значений 

функции, но для данного этапа будем считать, что узловые значения 

нам известны. Искомая непрерывная функция аппроксимируется 
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кусочно-непрерывной, определенной на множестве конечных эле-

ментов. Важным аспектом МКЭ является то, что для элементов од-

ного и того же типа может быть выбрана одна и та же аппроксими-

рующая функция. Далее она может использоваться в различных кра-

евых задачах, в которых используются элементы данного типа. 

Рассмотрим одномерный случай, представленный ниже на 

рис. 12. 

Здесь в качестве конечных элементов используются отрезки 

между дискретными значениями 𝑥 ∶  𝑥𝑖 , 𝑥𝑗. 

 

 

Рисунок 12 

 

Итак, пусть на концах элемента известны значения 𝜑𝑖, 𝜑𝑗, а 

аппроксимирующая функция имеет вид 

φ = a1 + a2x . (4.1) 

Определим a1 и a2, считая, что 𝜑𝑖 и  𝜑𝑗 известны: 

φi = φ(𝑥𝑖)  

φj =  φ(𝑥𝑗) (4.2) 

Подставив (4.2) в (4. 1) получим: 

φ𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥𝑖  
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φ𝑗 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥𝑗 (4.3) 

𝑎1 найдем, умножив первое уравнение на 𝑥𝑗  второе на 𝑥𝑖 и 

вычтем из первого второе:  

 φ𝑖𝑥𝑗 = 𝑎1𝑥𝑗 + 𝑎2𝑥𝑖𝑥𝑗,  

 φ𝑗𝑥𝑖 = 𝑎1𝑥𝑗 + 𝑎2𝑥𝑖𝑥𝑗,  

 φ𝑖𝑥𝑗 − φ𝑗𝑥𝑖 = 𝑎1(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖),  

 𝑎1 = 
φ𝑖𝑥𝑗− φ𝑗𝑥𝑖

𝑥𝑗− 𝑥𝑖
=
φ𝑖𝑥𝑗− φ𝑗𝑥𝑖

𝐿
.  

𝑎2 найдем, вычитая из первого уравнения второе: 

 φ𝑖 − φ𝑗 = 𝑎2(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗); 𝑎2 = 
φ𝑗− φ𝑖

𝐿
.  

Подставим теперь найденные выражения для a1 и a2 в ап-

проксимирующую функцию (1.1): 

 φ = (
𝜑𝑖𝑋𝑗−𝜑𝑗𝑋𝑖

𝐿
) + (

𝜑𝑗−𝜑𝑖

𝐿
) 𝑥,  

преобразуем: 

 φ = (
𝑋𝑗 − 𝑋

𝐿
)𝜑𝑖 + (

𝑋−𝑋𝑖 

𝐿
)𝜑𝑗.  

Обозначим: 

 (
𝑥𝑗−𝑥

𝐿
) = 𝑁𝑖,  

 (
𝑥−𝑥𝑖

𝐿
) = 𝑁𝑗,  

в итоге можно записать 

φ = 𝑁𝑖φ𝑖 + 𝑁𝑗φ𝑗 (4.4) 

𝑁𝑖 , 𝑁𝑗  – коэффициенты формы. 
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Коэффициенты формы обладают свойством: коэффициенты 

с индексом i равны 1 в узле с номером i и равны 0 во всех других 

узлах. 

Двумерный случай. Это случай, в котором в качестве конеч-

ного элемента используется треугольник, один их которых пред-

ставлен на рис. 13. 

 

 

Рисунок 13. Один из конечных элементов 

 

Покажем, что и в этом случае мы приходим к аппроксимиру-

ющей функции, которая связывает значение непрерывной функ-

ции φ с ее дискретными значениями в узлах сетки. 

При этом коэффициенты формы N зависят от текущих коор-

динат x и у. Если x и у совпадают с координатами узлов, мы полу-

чаем значение φ в узлах, а если нет, то между узлами. 

Аппроксимирующая непрерывная функция φ элементарного 

треугольника имеет вид 

 φ = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑦.  

Опять полагаем, что значения искомой функции φi, φj, φk в 

вершинах треугольника известны. Составим систему уравнений, в 
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которых слева значения φ в вершинах элемента, а справа подстав-

ляем координаты узлов. 

 {

φ𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2𝑋𝑖 + 𝑎3𝑌𝑖
φ𝑗 = 𝑎1 + 𝑎2𝑋𝑗 + 𝑎3𝑌𝑗
φ𝑘 = 𝑎1 + 𝑎2𝑋𝑘 + 𝑎3𝑌𝑘

  

Как и ранее, находим из этой системы коэффициенты 

a1, a2, a3, подставляем их в аппроксимирующую функцию и, пере-

ходя к коэффициентам формы N, получим 

 𝜑 = 𝑁𝑖φ𝑖 + 𝑁𝑗φ𝑗 + 𝑁𝑘φ𝑘,  

где 𝑁𝑖 = (
0,5

𝑆
) (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑥 + 𝑐𝑖𝑦); 𝑁𝑗 = (

0,5

𝑆
) (𝑎𝑗 + 𝑏𝑗𝑥 + 𝑐𝑗𝑦);  

𝑁𝑘 = (
0,5

𝑆
) (𝑎𝑘 + 𝑏𝑘𝑥 + 𝑐𝑘𝑦); S – площадь конечного элемента; 

𝑎𝑖 = 𝑥𝑗𝑦𝑘 − 𝑥𝑘𝑦𝑗;  𝑎𝑗 = 𝑥𝑘𝑦𝑖 − 𝑦𝑘𝑥𝑖;  𝑎𝑘 = 𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖; 𝑏𝑖 = 𝑦𝑗 −

𝑦𝑘;   𝑏𝑗 = 𝑦𝑘 − 𝑦𝑖; 𝑏𝑘 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝑗 ,  𝑐𝑖 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑗;  𝑐𝑗 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑘;  𝑐𝑘 =

𝑥𝑗 − 𝑥𝑖. 

Аналогично могут быть рассчитаны коэффициенты для дру-

гих типов элементов. 

3) этап. Объединение конечных элементов в ансамбль. 

В результате этого этапа мы приходим к системе уравнений 

(алгебраических), которая получается, если мы рассмотрим одно-

временно уравнения, полученные для каждого из элементов раз-

биения. Эта система позволяет при известных узловых значениях 

искомой функции получить значение искомой функции в любой 

точке области. 

Эти уравнения нетрудно получить, если мы заменим в урав-

нениях индексы i, j, k на конкретные номера узлов сетки. 

Рассмотрим одномерный случай (рис. 14). На рисунке L – 

длина элемента, число в скобках – номер элемента (𝑙). 
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Рисунок 14 

 

Функция отдельного элемента определена уравнением 

φ𝑙 = φ𝑖
𝑙 φ𝑖 + 𝑁𝑗

𝑙 φ𝑗, где 𝑙 – номер элемента. 

Можно написать следующее соответствие. 

Элемент 𝑙 = 1, i = 1; j = 2; 

Элемент 𝑙 = 2, i = 2; j = 3; 

Элемент 𝑙 = 3, i = 3; j = 4; 

Элемент 𝑙 = 4, i = 4; j = 5; 

Элемент 𝑙 = 5, i = 5; j = 6. 

Подставив эти номера в 
l , получим: 

 φ(1) = N 1
(1)
φ1 + N 2

(1)
φ2 + 0 ∗ φ3,  

 φ(2) = N 2
(2)
φ2 + N 3

(2)
φ3 + 0 ∗ φ2,  

 φ(3) = N 3
(3)
φ3 + N 4

(3)
φ4,  

 φ(4) = N 4
(4)
φ4 + N 5

(4)
φ5,  

 φ(5) = N 5
(5)
φ5 + N 6

(5)
φ6.  

Естественно, что в выражениях для Ni и Nj также надо под-

ставить глобальные номера узлов, например 
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 N3
(2)
= (x − x2)/L

(2),  

 N3
(3)
= (x4 − x)/L

(3).  

Для двумерного случая. Пусть имеем область (рис. 15). 

 

Рисунок 15 

 

Напишем соответствие между глобальными номерами узлов 

и их обозначениями в элементе i, j, k (против часовой стрелки). 

Элемент (1), i = 1; j = 4; k = 2; 

Элемент (2), i = 2; j = 5; k = 3; 

Элемент (3), i = 2; j = 4; k = 5; 

Элемент (4), i = 4; j = 6; k = 5. 

Подставляя эти номера в 𝜑 = 𝑁𝑖φ𝑖 + 𝑁𝑗φ𝑗 + 𝑁𝑘φ𝑘 , получим 

 φ(1) = N 1
(1)
φ1 + N 4

(1)
φ4 + N 2

(1)
φ2  

 φ(2) = N 2
(2)
φ2 + N 5

(2)
φ5 + N 3

(2)
φ3  

 φ(3) = N 2
(3)
φ2 + N 5

(3)
φ5 + N 4

(3)
φ4  

 φ(4) = N 4
(4)
φ4 + N 5

(4)
φ5 + N 6

(4)
φ6  

Это сокращенная форма записи системы. В полном расши-

ренном виде эта система имеет вид: 
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 φ(1) = N 1
(1)
φ1 + N 4

(1)
φ4 + 0 ∗ φ3 + N 2

(1)
φ2 + 0 ∗ φ5 + 0 ∗ φ6,  

 φ(2) = 0 ∗ φ1 + N 2
(2)
φ2 + N 3

(2)
φ3 + 0 ∗ φ4 + N 5

(2)
φ5 + 0 ∗ φ6,  

 φ(3) = 0 ∗ φ1 + N 2
(3)
φ2 + 0 ∗ φ3 + N 4

(3)
φ4 + N 5

(3)
φ5 + 0 ∗ φ6  

 φ(4) = 0 ∗ φ1 + 0 ∗ φ2 + 0 ∗ φ3 + N 4
(4)
φ4 + N 5

(4)
φ5 + N 6

(4)
φ6  

Для нахождения значений функции в узлах φ1, φ2, и т. д. 

можно применить метод Ритца, либо метод Бубнова – Галёркина. 

В любом методе ансамбль (совокупность) аппроксимирующих 

функций конечных элементов подставляется в определенный ин-

теграл, границы которого определяются областью решения диф-

ференциального уравнения.  

При интегрировании исчезают переменные x и y, остаются 

только коэффициенты. Далее решается система линейных алгеб-

раических уравнений, которые дают возможность определить зна-

чения функции в вершинах конечных элементов. 

 

4.2. Пример решения уравнения теплопроводности МКЭ 

 

Постановка задачи 

Необходимо найти распределение температуры вдоль одно-

родного тонкого стержня длиной L с поперечным сечением S и 

объёмом V (рис. 16). Левая сторона стержня жестко закреплена к 

пластине, к которой подводится тепловой поток q. На правой сто-

роне стержня реализуется конвективный теплообмен с окружаю-

щей средой, с температурой T. Вдоль боковых стенок стержень 

теплоизолированный. 

В одномерном случае уравнение теплопроводности имеет 

вид 
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 λ (
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
) = 0,  

где λ – коэффициент теплопроводности, 𝑇(𝑥) – искомая функция, 

x – координата. 

Граничные условия определяются как: 

λ (
𝜕 𝑇

𝜕 𝑥
) + 𝑞 = 0, при x = 0 

λ (
𝜕 𝑇

𝜕 𝑥
) + 𝛼(𝑇 − 𝑇∗) = 0, при x =L, 

где 𝛼 – коэффициент теплообмена 

 

 

Рисунок 16 

 

В соответствии с методом стержень разбивается произволь-

ным образом на конечные отрезки (элементы), в общем случае не-

равной длины. На каждом элементе T(x), аппроксимируются неко-

торой линейной зависимостью. Для краткости разобьём стержень 

на 2 элемента. 𝐿(1), 𝐿(2) (рис. 17). 

 

𝑇∗ 
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Рисунок 17. Разбиение на конечные элементы-отрезки 

 

Для определения температуры в узлах x1, x2, x3 используем 

метод Ритца. 

Вначале запишем аппроксимирующие функции для каждого 

из конечных элементов, а потом воспользуемся формулами из вто-

рого этапа МКЭ. 

 𝑇(1) = 𝑁1
(1)
𝑇1 + 𝑁2

(1)
𝑇2 ;                   𝑇

(2) = 𝑁2
(2)
𝑇2 + 𝑁3

(2)
𝑇3,  

где 

 (
𝑥2−𝑥

𝐿(1)
) = 𝑁1

(1)
 .    (

𝑥−𝑥1

𝐿(1)
) = 𝑁2

(1)
,  

 (
𝑥3−𝑥

𝐿(2)
) = 𝑁2

(2)
     (

𝑥−𝑥2

𝐿(2)
) = 𝑁3

(2)
.  

В соответствии с методом Ритца запишем функционал в виде 

определенного интеграла, из которого определим минимальное 

значение функции, получим систему линейных уравнений. Реше-

ние этой системы даст значения T1, T2, T3. 
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В нашем случае определенный интеграл имеет вид 

 𝐹 = ∫ 0,5𝜆 (
𝜕𝑇

𝜕𝑥
)
2
𝑑𝑉 +

𝑉
∫ [𝑞𝑇 + 0,5𝛼(𝑇 − 𝑇∗)

2]𝑑𝑆
𝑆

.  

Здесь первый интеграл – интеграл 𝐼1 по объёму стержня, вто-

рой интеграл (𝐼2) – интеграл по поверхности стержня. Подставим 

в первый интеграл выражения для производных конечных элемен-

тов 

 𝐼1 = ∫ 0,5𝜆 (
𝜕𝑇

𝜕𝑥
)
2
𝑑𝑉 = ∫ 0,5𝜆 (

𝜕𝑇(1)

𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑉(1) +
𝑉(1)𝑉

∫ 0,5𝜆 (
𝜕𝑇(1)

𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑉(2),
𝑉(2)

  

из выражений для аппроксимирующих функций найдем соответ-

ствующие производные 

 
𝜕𝑇(1)

𝜕𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑥2−𝑥

𝐿(1)
) 𝑇1 +

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑥−𝑥1

𝐿(1)
) 𝑇2 =

−𝑇1+𝑇2

𝐿(1)
,  

 
𝜕𝑇(2)

𝜕𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑥3−𝑥

𝐿(2)
) 𝑇2 +

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑥−𝑥2

𝐿(2)
) 𝑇3 =

−𝑇2+𝑇3

𝐿(2)
.  

Подставив выражения для производных в интеграл I1  и счи-

тая dV = Sdx, dx=𝐿(1)и dx=𝐿(2), получим 

 I1 = ∫ 0,5𝜆 (
𝜕𝑇

𝜕𝑥
)
2
𝑑𝑉 =  ∫ 0,5𝜆 (

−𝑇1+𝑇2

𝐿(1)
)
2
𝑆𝑑𝑥 +

𝑥2
𝑥1𝑉

∫ 0,5𝜆 (
−𝑇2+𝑇3

𝐿(2)
)
2
𝑆𝑑𝑥

𝑥3
𝑥2

 = 

 =
0,5𝜆𝑆

𝐿(1)
(−𝑇1 + 𝑇2)

2 +
0,5𝜆𝑆

𝐿(2)
(−𝑇2 + 𝑇3)

2,   
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где принято, что 𝐿(1) = 𝐿(2) = 𝑑𝑥. 

Рассмотрим теперь интеграл I2 = ∫ [𝑞𝑇 + 0,5𝛼(𝑇 − 𝑇∗)
2]𝑑𝑆.

𝑆
 

Представим его в виде суммы двух интегралов, I3 + I4 учтём, что 

поверхность стержня теплоизолированная т. е. интегрирование бу-

дет вестись по двум сечениям стержня правому и левому, в итоге 

получим, считая 𝑑𝑆 = 𝑆 

 I3 = ∫ 𝑞𝑇𝑑𝑆
𝑆

= 𝑞𝑇𝑆,  

 I4 = ∫ 0,5𝛼(𝑇3 − 𝑇∗)
2𝑑𝑆

𝑆
= 0,5𝛼𝑆(𝑇3

2 − 2𝑇∗𝑇3 + 𝑇∗
2).  

Проведем суммирование всех интегралов и получим 

𝐹 = I1 + I2 = 0,5𝐶
(1)(𝑇1

2 − 2𝑇1𝑇2 + 𝑇2
2) + 0,5𝐶(2)(𝑇2

2 − 2𝑇2𝑇3 + 𝑇3
2) 

 +  0,5𝐶(3)𝑇1 + 0,5𝐶
(4)(𝑇3

2 − 2𝑇∗𝑇3 + 𝑇∗
2),  

где 𝐶(1) =
𝑆𝜆

𝐿(1)
, 𝐶(2) =

𝑆𝜆

𝐿(2)
, 𝐶(3) = 𝑞𝑆, 𝐶(4) = 𝛼𝑆. Для минимизации 

функционала необходимо равенство нулю производных 

 
𝜕𝐹

𝜕𝑇1
= 𝐶(1)𝑇1 − 𝐶

(1)𝑇2 + 𝐶3 = 0,  

 
𝜕𝐹

𝜕𝑇2
= 0,5𝐶(1)(−2𝑇1) + 0,5С

(2)(2𝑇2 − 2𝑇3) = 0,  

 
𝜕𝐹

𝜕𝑇3
= 0,5𝐶(2)(−2𝑇2 + 2𝑇3) + 0,5С

(4)(2𝑇3 − 2𝑇∗) = 0.  

Отсюда легко могут быть найдены все неизвестные значения 

𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 в узлах конечных элементов (рис. 17).  
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ГЛАВА 5. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

И ЕГО ЭТАПЫ 

 

5.1. Исходные определения. Классификация моделей 

 

В настоящее время методы математического моделирова-

ния наряду с известными методами экспериментальных исследо-

ваний являются основными методами решения фундаменталь-

ных и прикладных проблем науки и техники. 

В основе методов математического моделирования лежит 

понятие математической модели. 

Надо сказать, что существуют различные определения по-

нятия «математической модели», в основном совпадающие по 

смыслу, но отличные в деталях. Примем следующее определе-

ние: 

Математическая модель – это некоторый абстрактный 

(искусственный) объект, представленный средствами математи-

ческой символики, который ставится в соответствие некоторому 

исследуемому объекту (абстрактному или реальному) для описа-

ния основных или отдельных свойств этого объекта. 

Под математическим моделированием будем понимать про-

цесс формирования математической модели, её применения в 

научно-исследовательской и инженерной практике, проверки её 

на адекватность и корректность. 

Совершенно очевидно, что в качестве объектов исследова-

ния могут служить самые различные явления и процессы окру-

жающей нас действительности: живые и неживые системы, тех-



74 

нические конструкции и устройства, химические, биологиче-

ские, экономические, социальные процессы и т. д., наконец, 

сами математические объекты. 

Как правило, для описания сложной системы (объекта) тре-

буются и сложные самые разнообразные математические мо-

дели. По существу, любой раздел современной математики мо-

жет служить основой для создания математических моделей. Это 

подтверждается историей развития математики, из которой 

видно, что, начиная с работ Архимеда, Евклида, имеет место по-

ложительное взаимопроникновение идей и законов физической 

реальности и соответствующих математических описаний, ак-

сиом, теорем. В работах Архимеда и Евклида впервые последо-

вательно изложено механико-геометрическое описание (моде-

лей) окружающих нас реальных объектов. 

Учитывая большое разнообразие возможных математиче-

ских моделей, представляется целесообразным провести их 

определенную классификацию. Данный вопрос крайне неодно-

значен, общепринятой классификации пока нет, т. к. в этом во-

просе нет единого подхода. На первый взгляд, кажется очевид-

ным выбрать в качестве критерия тип используемого математи-

ческого аппарата, например дифференциального уравнения, но 

Н. Бор показал, что одно и то же дифференциальное уравнение 

может описывать и явление радиоактивности, и процесс испаре-

ния жидкости в подогретом состоянии.  

Другой пример. Максвелл при выводе уравнений электро-

динамики использовал аналоги из механики: вращение валов, 

шестеренок и т. д. Поэтому при классификации можно исполь-

зовать некоторый интуитивный критерий, учитывающий как 
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особенности математического аппарата, так и свойства модели-

руемого объекта, а также особенности получения математиче-

ской модели. 

К сожалению, такая классификация не может иметь строй-

ную иерархическую структуру, в которой существуют жесткие 

перегородки. Скорее, это будет некоторая мозаичная структура 

разных моделей с невидимыми смысловыми связями, подобная 

структуре нейронной сети. 

Рассмотрим предлагаемую классификацию на рис. 18.  

Рассмотрим блок «Структурно-функциональные модели». 

К этому блоку отнесем математические модели, которые осно-

ваны на понимании механизма процессов, протекающих в объ-

екте исследования и моделирования. Это можно продемонстри-

ровать на объекте, имеющем физическую природу. 

К математическим моделям первого уровня можно отнести 

формулы, отражающие основные законы природы, в частности 

следующие: 

Закон всемирного тяготения 

 𝐹 = 𝐺
𝑚1𝑚2

𝑟2
  

где F – гравитационная сила двух материальных точек с массами 

𝑚1, 𝑚2, 𝑟 – расстояние между точками. 

Закон Кулона: 

 F = 
1

4𝜋𝜀0𝜀
∙
𝑄1∙𝑄2

𝑟2
,  

где F – сила взаимодействия двух точечных зарядов 𝑄1 и 𝑄2 в вакууме,  

r – расстояние между зарядами, 𝜀0 – электрическая постоянная, равная  

10-12 Ф/м, 𝜀 – диэлектрическая проницаемость среды, в случае вакуума  

и воздуха 𝜀 = 1. 
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Рисунок 18. Возможная классификация математических моделей 

 

Закон Ома для однородного участка цепи: 

 𝐼 =
𝑈

𝑅
,  

где 𝐼 – сила электрического тока, 𝑈 – напряжение на участке цепи. 

Фазовая скорость распространения электромагнитных волн в 

среде: 

 𝑉 =
𝑐

√𝜀∙𝜇
,  
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где 𝑐 – скорость распространения света в вакууме, 𝜀 и 𝜇 – соответ-

ственно электрическая и магнитная проницаемость среды. 

К математическим моделям второго уровня можно отнести 

следующие дифференциальные уравнения, обладающие большой 

общностью.  

Уравнение Лапласа  

 Δ𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0.  

Уравнение Пуассона  

 Δ𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧).  

Волновое уравнение 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2Δ𝑢.  

Уравнение теплопроводности 

 
𝜕 𝑢

𝜕𝑡
= с2Δ𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧).  

Сюда можно отнести также уравнения электромагнитного 

поля (уравнения Максвелла), квантово-механические уравнения, 

уравнение Шредингера и т. д. 

К математическим моделям III уровня можно отнести теоре-

тические результаты, основанные на решениях вышеуказанных 

фундаментальных уравнений первого и второго уровня в самых 

различных отраслях науки и техники: механика, электроника, 

атомная физика, биология и т. д. 

Далее рассмотрим характер решений, которые могут быть по-

лучены исходя из математических моделей, построенных на ос-

нове дифференциальных уравнений. 
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К первой группе отнесем аналитические решения (строгие 

или приближённые), которые, как известно, можно получить в 

виде конкретных формул, описывающих конкретную функцию, 

зависящую в общем случае от пространственных координат, вре-

мени граничных и начальных условий. 

В большинстве случаев получить строгое аналитическое ре-

шение невозможно, поэтому пользуются приближенными мето-

дами. К ним можно отнести:  

Метод возмущений; решение ищется в виде основного реше-

ния + малая добавка (возмущение). 

Метод малого параметра; решение ищется в виде ряда по не-

которому параметру, содержащемуся в данной задаче. 

Метод минимизации невязок; при использовании метода ми-

нимизации невязок решение задачи ЛП разбивается на два этапа. 

На первом этапе решается вспомогательная задача для определе-

ния исходного допустимого базисного решения, на втором – опре-

деляется оптимальное решение исходной задачи ЛП. 

Метод коллокаций. Суть метода коллокаций заключается в 

следующем. Приближенное решение ищется в конечномерном ли-

нейном пространстве функций. Неизвестные коэффициенты его 

разложения по базису пространства определяются из уравнений 

коллокаций и краевых условий. 

Уравнения коллокаций – требования того, чтобы приближен-

ное решение удовлетворяло дифференциальным уравнениям за-

дачи в конечном множестве точек области постановки задачи (точ-

ках коллокаций). 

Краевые условия получаются из соответствующих условий 

исходной постановки задачи, записанных в нескольких точках на 

границе области. 
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Также особую роль играет следующая группа решений – чис-

ленные решения, полученные на основе численных методов: ме-

тод конечных разностей, метод конечных элементов и др. Особен-

ностью численных решений является то, что искомая функция 

представляется набором дискретных значений, соответствующих 

дискретным значениям независимых переменных (например, про-

странственных переменных и времени). Вместе с тем, если ис-

пользовать метод аппроксимации, в итоге можно получить реше-

ние в аналитическом виде. 

Третью группу решений можно назвать полуаналитиче-

скими, поскольку в них используются проекты решения с за-

данными базисными функциями с неизвестными константами, 

определяемыми в процессе решения. К ним относятся решения, 

полученные с помощью метода Ритца и методом Бубнова – Га-

лёркина. 

Следующий блок решений на схеме можно назвать имитаци-

онными моделями. Обычно в этом случае объект моделирования 

представляет структуру с большим множеством элементов, мате-

матические модели которых известны. Примером такой системы 

является модель интегральной схемы, содержащая миллионы эле-

ментов. 

Следующий блок математических моделей – кибернетиче-

ские модели, эти модели не требуют обязательного знания тех или 

иных механизмов процессов, протекающих в объекте моделирова-

ния, который рассматривается как «черный ящик», как правило, 

при этом используется теория планирования эксперимента и метод 

наименьших квадратов, которые позволяют определить неизвест-

ные коэффициенты регрессионного соотношения. 
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Рисунок 19. Схема этапов математического моделирования 
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Также на схеме показан блок эскизных моделей. Подобные 

модели не претендуют на адекватность описания основных свой-

ства объекта, скорее, какого-либо одного, и то лишь качественно, 

а не строго количественно, Например, принято считать, что слож-

ность (Y) управления пропорциональна числу объектов N: 

 𝑌 = 𝑁2.  

Другим примером эскизной модели является модель роста 

числа научных публикаций во времени 

 𝑛 = 𝑛0𝑒
𝑡,  

где n0 – начальное число публикаций в момент времени t0. 

 

5.2. Этапы математического моделирования 

 

Рассмотрим основные этапы математического моделирова-

ния. 

1) Определение исследуемого объекта. Содержательная по-

становка задачи. Например: 

а) Исследуемый объект – металлическая мембрана. Найти 

механические напряжения в мембране, закрепленной по краям, 

при заданной периодической нагрузке. 

б) Исследуемый объект – автомобильный мост; необходимо 

разработать оптимальную конструкцию автомоста на реке шири-

ной L с пропускной способностью N машин в минуту, устойчи-

вого к климатическим и сейсмическим факторам в данной мест-

ности. 
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2) Глубокое изучение физических закономерностей, харак-

теризующих исследуемый объект. Изучение возможных анало-

гов и прототипов. Выдвижение гипотез основных гипотез. Выяв-

ление основных факторов, определяющих функционирование 

объекта моделирования. 

3) Математическая постановка задачи – формулирование 

математической модели в рамках выбранного математического 

аппарата, здесь очень важна следующая составная часть модели, 

а именно, формулировка разумных допущений (упрощений). До-

пущение – определенное упрощение реальных условий, в кото-

рых функционирует исследуемый объект, в том числе отбрасы-

вание несущественных факторов. Во многих задачах можно за-

писать математическую постановку задачи, максимально учиты-

вая все возможные действующие факторы, однако, при этом за-

дача может оказаться не решаемой. 

В формулировке исходных допущений и проявляется талант 

исследователя. Исследователям необходимо построить такую ма-

тематическую модель, чтобы сформулированная на её основе за-

дача была решаемой и в то же время отражала суть объекта (явле-

ния) моделирования. В большинстве случаев в основе математиче-

ских моделей лежат дифференциальные уравнения: обыкновен-

ные, в частных производных, линейные и нелинейные. 

4) Поскольку в настоящее время при решении большинства 

научных и инженерных задач невозможно обойтись без приме-

нения тех или иных численных методов (метод конечных разно-

стей, метод конечных элементов и т. д.) необходимо перейти к 

постановке задачи в дискретном виде. Это означает переход 

от непрерывных значений независимых переменных к их дис-

кретным значениям с некоторым дискретным шагом. Также в 
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дискретном виде записываются дифференциальные операторы, 

начальные и граничные условия. 

5) Выбор и применение численного метода решения постав-

ленной дискретной задачи. Разработка эффективного конкрет-

ного рабочего алгоритма.  

6) Программирование рабочего алгоритма. Создание про-

граммного продукта. 

7) Проведение вычислений. Проверка пригодности разрабо-

танных математических моделей и программ, т. е. проверка её 

адекватности исследуемому объекту. Здесь главный критерий 

– соответствие экспериментальным данным. 

8) Корректировка математической модели по результа-

там проверки на адекватность. 

Следует отметить, что на этапах построения математиче-

ской модели возможны погрешности, влияющие на итоговый ре-

зультат. Так, уже на втором этапе могут быть выявлены все ос-

новные факторы, влияющие на механизм процессов. На третьем 

этапе исходные допущения могут быть недостаточно обосно-

ваны и, главное, чрезмерно упрощающие реальные условия 

функционирования объекта. Также выбор математического ап-

парата может быть безупречен, но не соответствовать данному 

объекту. Переход к четвёртому и пятому этапам, к дискретной 

модели неизбежно вносит погрешности, связанные с величиной 

параметра дискретизации и особенностям вычислительной 

схемы (явная, неявная и т. д.). Наконец, неизбежны вычисли-

тельные (компьютерные) погрешности, в том числе за счет 

округления, связанного с ограниченностью разрядной сетки. 
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В связи с изложенным в случае неадекватности модели не-

обходим тщательный анализ возможных погрешностей и возвра-

щением к тем или иным этапам, т. е. процесс математического 

моделирования может иметь итерационный характер. 

 

5.3. Требования к математической модели 

 

Исходная математическая модель и её дискретный аналог 

должны представлять собой корректно поставленные задачи. За-

дачи поставлены корректно, если выполнены следующие условия: 

а) условие существования. Задача должна иметь решение при 

любых наборах входных данных; 

б) задача должна иметь единственное решение, т. е. каждому 

набору входных данных должно соответствовать одно решение; 

в) решение должно быть устойчивым. Это означает, что если 

наборы входных данных отличаются достаточно мало, то и реше-

ния должны отличаться меньше заданной величины. 

Задачи, для которых не выполняется хотя бы одно из пере-

численных выше условий, называются некорректными.  

К данному классу относят задачи, возникающие, например, в 

физике и других областях – задачи обработки и интерпретации ре-

зультатов физических экспериментов. Это когда о некоторой фи-

зической характеристике Z судят не по её непосредственному из-

менению, измеряя её некоторое проявление U. К данному классу 

задач можно отнести распознавание образов и т. д. 

Важным свойством дискретных математических моделей явля-

ется сходимость. Сходимость – фундаментальное понятие анализа, 

которое означает, что некоторый математический объект или про-

цесс имеет предел. 
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Например, понятие сходимости возникает, когда при изуче-

нии того или иного математического объекта строится последо-

вательность более простых объектов. Так, для вычисления 

длины окружности используется длина стороны многогранника, 

вписанного в окружность, здесь параметр дискретизации – длина 

стороны многогранника. 

Практически условие сходимости означает, что при умень-

шении параметра дискретизации h решение дискретной математи-

ческой модели сходится к «истинному» решению исходной мате-

матической модели в виде дифференциальных уравнений, если бы 

оно было получено математически строго. 

Известна теорема, суть которой заключается в следующем: 

если исходная математическая модель в виде дифференциального 

уравнения корректна, а соответствующая ей дискретная модель в 

виде разностной вычислительной схемы аппроксимирует диффе-

ренциальное уравнение и устойчива, тогда и решение разносной 

вычислительной схемы сходится к решению исходного дифферен-

циального уравнения. 

Другими словами, свойство аппроксимации, означающее 

близость разностного (дискретного) оператора к дифференциаль-

ному оператору, ещё не означает близость решений дифференци-

ального и разностных уравнений. Необходима ещё и устойчивость 

разностной схемы, которая является её внутренним свойством, не 

зависящим от того, аппроксимирует ли схема какое-либо диффе-

ренциальное уравнение. 

При этом на практике неустойчивость разностной схемы об-

наруживается достаточно быстро, например быстрое нарастание 

величины или противоречащее физическому смыслу задачи значе-

ние величины. Свойство аппроксимации требует достаточно тон-

кого анализа.  
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ГЛАВА 6. ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ СИСТЕМЫ  

И ДИНАМИЧЕСКИЙ ХАОС 

 

6.1. Исходные определения 

 

Это научное направление получило развитие благодаря мето-

дам вычислительной математики и средствам вычислительной 

техники. Ниже изложены некоторые вводные представления мате-

матических моделей этого направления. 

Дадим одно из возможных определений хаоса. Хаос – это не-

которое явление (состояние), которое характеризуется беспоряд-

ком, непредсказуемостью, невоспроводимостью. 

Детерминированность – свойство, которое предполагает од-

нозначную связь между причиной и следствием. 

Динамическая система – это какой-либо физический объект, 

процесс, математический объект, состояние которого в некоторой 

момент времени определено однозначно, определяется совокупно-

стью некоторых величин в начальный момент времени (начальные 

условия) и значениями постоянных параметров. 

Долгое время считалось, что детерминированные динамиче-

ские системы не могут демонстрировать хаотическое состояние, а 

только регулярное поведение. Предполагалось, что хаотическое 

(стохастическое) поведение присуще только сложным системам, 

либо факторы, в которых действуют случайные факторы. 

Сложные системы – как правило, многоэлементные много-

сторонними связями между элементами. Примером может слу-

жить газ, содержащий миллионы частиц, взаимодействующих 

между собой; примером системы со случайными факторами может 
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служить броуновское движение частиц под действием случайных 

ударов молекул. 

Однако оказалось, что в детерминированных динамических 

системах возможно хаотическое поведение. 

Рассмотрим этот вопрос подробнее. Математическая динами-

ческая детерминированная система описывается системой обык-

новенных дифференциальных уравнений: 

 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

 
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

………. 

 
𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

………. 

 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛),  

где i = 1, 2, 3… n, fi – нелинейные функции; 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 – вели-

чины, которые определяют состояние системы в каждый момент 

времени. Решить эту систему можно только численно, необходимо 

задать начальные условия 𝑥1
0, 𝑥2

0, … 𝑥𝑖
0… , 𝑥𝑛

0. При изменении 𝑡 

точка будет описывать так называемую фазовую траекторию. Со-

вокупность фазовых траекторий формирует фазовый портрет. 

Фундаментальное свойство указанной выше системы – един-

ственность решения системы ОДУ. 

Иными словами, это означает, что отдельная фазовая траек-

тория сама с собой не пересекается, фазовые траектории, соот-

ветствующие разным начальным условиям, также не пересека-

ются. В изложенных представлениях по поводу динамических 

систем нет никакого намека на возможность хаотических состо-

яний. В начале XX века выдающийся математик Пуанкаре указал 
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на возможность хаотических движений в рассматриваемых си-

стемах, но эта идея не была воспринята научным сообществом и 

серьёзно не рассматривалась. Однако в 1967 стали известны зна-

менитые уравнения Лоренца – ученого, занимавшегося пробле-

мами метеорологии в системах с очень сложными связями и 

практически непрогнозируемых. 

Можно ли прогнозировать хаотическое движение элемен-

тов какой-либо системы? От чего зависит хаотическая дина-

мика? Может ли, наконец, взмах крыла бабочки вызвать тор-

надо? Некоторые важные ответы на эти и другие вопросы нашел 

американский метеоролог Эдвард Лоренц, (невольный) автор 

термина «эффект бабочки» и создатель «странного аттрактора». 

В 1972 году профессор метеорологии из Массачусетского 

технологического института Эдвард Лоренц собирался выступить 

на конференции, но в пылу работы не успел отправить тему своей 

лекции. Организатор, спешивший разослать приглашения, выбрал 

заголовок за него: «Может ли взмах крыла бабочки в Бразилии вы-

звать торнадо в Техасе?» Так и появился термин «эффект ба-

бочки», известный сегодня всему миру. 

 

6.2. Система Лоренца 

 

Лоренц изучал конвекцию (теплообмен, возникающий за 

счет движения молекул жидкости или газа) в атмосфере Земли. 

Для описания подобных физических процессов часто пользуются 

моделью, которая включает уравнения Навье – Стокса, описываю-

щие движение вязкой ньютоновской жидкости (за исключением 

некоторых частных случаев, их решения в общем виде на данный 

момент неизвестны): 
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Мы не будем углубляться в детальное объяснение всего вы-

шеизложенного. Достаточно лишь понимать, что это довольно 

сложная модель, и Лоренцу удалось построить ее упрощение. 

Его уравнения имеют вид: 

 𝑥̇ = 𝜎(𝑦 − 𝑧)  

 𝑦̇ = −𝑥𝑧 + 𝑟𝑥 − 𝑦  

 𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧  

здесь x – интенсивность конвекции, y – разность температур между 

восходящими и нисходящими потоками; z – отклонение верти-

кального температурного поля 𝜎; 𝑟, 𝑏 – заданные константы. 

Перед тем как приступить к непосредственному анализу по-

лученной системы, рассмотрим некоторые виды траекторий. Вос-

пользуемся теми же значениями параметров, что и сам Лоренц: 

σ = 10, r = 28, b = 8/3. 

Изобразим движение двух точек, расстояние между кото-

рыми изначально невелико (рис. 20): 

 

Рисунок 20. Траектории, исходящие из близкорасположенных точек.  

Фазовый портрет, полученный Лоренцем 
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Интересный результат! Поначалу траектории почти неразли-

чимы, потом они отклоняются совсем ненамного, после чего раз-

ница становится уже значительной. 

 

6.3. Странный аттрактор Лоренца 

 

Действительно, эта фигура на рис. 20 так и называется – 

странный аттрактор Лоренца (от англ. attract – «притягивать»). 

Одно из определений аттрактора 

Аттрактор – предельное множество точек, притягивающее 

фазовые траектории, странные аттрактор присущ для диссипатив-

ных систем, т. е. систем с потерями (в нашем случае вязкость со-

противление среды). 

Формальное математическое определение звучит так: ат-

трактор – такое подмножество фазового пространства, что все 

траектории, стартующие не слишком далеко от него, стремятся к 

нему с течением времени. (Это одно из возможных определений 

понятия аттрактора, существуют и другие, не эквивалентные дан-

ному). 

Основные свойства системы со странным аттрактором: 

1) он локализован в пространстве; 

2) фазовые траектории неустойчивы; 

3) малое изменение параметров ведут к малым непрерывным 

изменением структуры аттрактора; 

4) сколько угодные близкие фазовые траектории через опре-

деленное время становятся ушедшими на определенное расстоя-

ние. 
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Сказанное выше можно проиллюстрировать так: две траек-

тории, выпущенные из близких точек, со временем разбегаются 

достаточно далеко.  

Неустойчивость траекторий определяется по показателю Ля-

пунова:  

 Λ =
1

𝑡→∞
ln (

𝑑(𝑡)

𝑑(𝑜)
),  

𝑑(𝑜) – расстояние между траекториями в некоторый начальный 

момент времени t = 0 𝑑(𝑡) – расстояние между траекториями в мо-

мент времени t. 

если Λ > 0 то траектории расходятся по экспоненте 

 𝑑(𝑡) = 𝑑(𝑜)𝑒𝜆𝑡,  

устойчивые траектории остаются близкими друг к другу и в тече-

ние времени. 

Аттракторов может быть много. Точки пространства, из ко-

торых из которых находят фазовые траектории, попадающие в ат-

трактор при 𝑡 → ∞, называются бассейном притяжения. Хаотиче-

ские траектории могут быть найдены и в системах без потерь не-

диссипативных, но при этом в них не будет аттракторов. 

Назовём условия возникновения хаотических траекторий: 

1) число ОДУ должно быть ≥ 3; 

2) дифференциальные уравнения должны быть нелинейными. 

В качестве примера рассмотрим генератор Ван-дер Поля, он 

описывается дифференциальным уравнением 2-го порядка: 

 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 𝜆(1 − 𝑥2)

𝑑 𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜔0𝑥 = 0.  
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Это уравнение может быть представлено в виде системы двух 

ОДУ 1-го порядка: 

 
𝑑 𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦,  

 
𝑑 𝑦

𝑑𝑡
= 𝜆(1 − 𝑥2)𝑦 − 𝜔0𝑥.  

Они решаются численно. 

 

Рисунок 21. Траектории с предельным циклом 

 

В данном фазовом портрете существует предельный цикл 

(обозначено темным), содержащий начало координат. Предель-

ный цикл, но не аттрактор – место, куда все траектории приближа-

ются. При малом смещении фазовых траекторий имеет место не-
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прерывное смещение фазовых траекторий, т. е. траектории устой-

чивы по Ляпунову (не хаотичны). Почему в такой системе не воз-

никает хаотических траекторий? Тут необходимо вспомнить свой-

ство ОДУ – единственность решения. Могут ли фазовые траекто-

рии, исходящие из близких начальных условий, расходиться и пе-

ресекаться? Нет, не могут, т. к. в двумерном случае наличие непре-

рывной нелинейной фазовой траектории сильно ограничивает воз-

можности другой траектории. 

Вместе с этим в трехмерном пространстве такая возможность 

есть, т. к. одна траектория может уйти вверх, а другая – остаться в 

плоскости либо уйти под разными углами. 

 

6.4. Дискретные отображения 

 

Дискретные отображения можно определять как некоторые 

дискретные операторы, переводящие дискретные значения неко-

торой переменной только в дискретные значения другой перемен-

ной. 

Рассмотрим дискретное отображение  

 𝑥𝑛+1 = {2𝑥𝑛},  

здесь фигурные скобки обозначают дробную часть числа в скобках. 

Очевидно, что xn – числа от 0 до 1. Напомним, что каждое число, 

представимое в позиционной системе исчисления последователь-

ностью цифр конечной длины, является рациональным числом, в 

противном случае – иррациональным. Число 1/5 в десятичной си-

стеме счисления является рациональным, а число √2 в десятичной 

системе – иррациональное число. К примеру, число 1/25 в двоичной 

системе иррациональное, а в десятичной – рациональное. 
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Итак, в качестве x1 возьмем число в десятичной системе счис-

ления 

 𝑥1 =
1

5
,  

тогда в соответствии с отображением 

 𝑥2 = {2 ∗
1

5
} =

2

5
, 𝑥3 = {2 ∗

2

5
} =

4

5
, 𝑥4 = {2 ∗

4

5
} =

3

5
, 𝑥5 = {2 ∗

3

5
} =

1

5
 ,  

т. е. начиная с 𝑥5 наблюдается периодичность. Однако если под-

ставить в рассматриваемое отображение в 𝑥1 = √2 – иррациональ-

ное число, то мы получим последовательность 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3…𝑥𝑛,  ко-

торая не замкнётся. При заданном n мы не узнаем xn сразу, а нам 

придётся последовательно произвести расчет, например до n = 

100, и последовательность чисел будет выглядеть, как цепочка по-

следовательности случайных чисел. Мы видим в итоге, что рас-

сматриваемое дискретное отображение – вполне детерминирован-

ная система (есть четкое правило расчёта). Однако эта простая си-

стема порождает хаос. 

Если сравнить эти результаты с полученными при анализе 

динамических систем в виде систем ОДУ, может возникнуть сле-

дующий вопрос: почему раньше в случае динамических систем 

требовалось три нелинейных дифференциальных уравнения для 

получения хаотических режимов, а в случае дискретных отобра-

жений достаточно одного? На этот вопрос можно ответить просто: 

предадим 𝑥𝑛 𝑥𝑛+1, n – координатные оси и получим трёхмерное 

координатное пространство, в котором как мы видели, уже воз-

можны хаотические траектории. 
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